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Vorwort

Die Mathematik fiir Informatiker Ila (Logik und diskrete Strukturen) baut auf der Vorlesung
Mathematik fiir Informatiker Ia (Lineare Algebra) auf. Die mathematische Logik formalisiert die
Methoden, die in der Vorlesung Mathematik fiir Informatiker Ia informell eingefiihrt wurden:

Mathematische Aussagen
Definitionen

Sétze

Schlussfolgerungen

Beweise

Mathematische Aussagen beziehen sich auf Strukturen, insbesondere eine Schar immer wieder
kehrender Grundstrukturen:

Zahlsysteme, Korper, Vektorrdume
Relationen

Graphen

Boolesche Algebren

Wir betrachten insbesondere diskrete Strukturen, bei denen kombinatorische und algorithmische
Fragen im Vordergrund stehen. Die Methoden der Logik lassen sich in Analogie zu Axiomensy-
stemen und Strukturen auch auf Programmiersprachen und Algorithmen anwenden.
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Kapitel 1
Pradikatenlogische Schreibweisen

In der Vorlesung Mathematik fiir Informatiker Ia (Lineare Algebra) wurde besonderer Wert auf
logisches Vorgehen, d.h. auf vollstindige sprachliche Formulierungen und Argumentationen
gelegt. Es wurde eine ,,,,Sprache der Mathematik” eingefiihrt, in der in eingeschrinkter und kon-
trollierter Weise mathematische Aussagen gebildet werden konnen. Der Hauptbegriff der
linearen Algebra wurde beispielsweise folgendermafen erfasst:

... . Dannist V= (V,+,-) ein K-Vektorraum oder ein Vektorraum iiber K, wenn die
folgenden Axiome gelten:

a) Fir z,y,2€V gilt (x+y)+z=x+ (y+2) (Assoziativgesetz).

) Fir 2,y €V gilt x4+ y=y+ 2z (Kommutativgesetz).

) Es gibt ein 0 €V, so dass fir z € V gilt  + 0=z (Existenz eines Nullvektors).
d) Fiir z €V gibt es ein —z €V, so dass v+ (—x) =0 (Existenz additiver Inverser).
) Fir A\, p€K und z €V gilt \(pz) = (Ap)z (Assoziativgesetz).

) Fir z €V gilt 1z =2 (Neutralitdt der 1).

Fir A€ K und z,y € M gilt A(z+y) =Az + Ay (1. Distributivgesetz).

Fir \, € K und z € M gilt (A+ p)z = Az + px (2. Distributivgesetz).

Dieser mathematische Text benutzt nur wenige sprachliche Figuren: ,Fir ...”, | gibt es ...”

usw. Es bietet sich von daher an, abkirzende Notationen fir diese Sprachfiguren einzufiihren.

In der Linearen Algebra hatten wir die Bildung von mathematischen Aussagen diskutiert.
Die einfachsten Aussagen sind atomare Aussagen, die relationale Aussagen iiber Terme machen.
‘Wir bilden zundchst wie gewohnt aus Variablen, Konstanten und Funktionssymbolen Terme:

¢, a+b, a™, log(x) usw.

Wenn ¢, t1, ... Terme und =, <, R(...) Symbole fiir Relationen sind, so lassen sich hieraus ato-
mare Aussagen
to=t1, to<t1, R(to, t1, ) USwW.

bilden. Man erhélt komplexe Aussagen mit Hilfe folgender Regeln:

Aussagenlogische Verkniipfungen:
e Konjunktion: ,A und B”, ,es gelten A und B”, oder manchmal auch nur ,,A, B”.
e Disjunktion: ,,A oder B”, ,es gilt A oder B”.
e Negation: ,nicht A”, A gilt nicht”.

Quantorenlogische Verkniipfungen:

e Existenz: ,es gibt ein z mit A”, ,es existiert ein x mit A”, ,es gibt ein x, so dass A”, ,es
gibt ein x mit A, so dass B”; ,es gibt g, ..., -1 mit A”.

e Allquantor: ,.fiir alle z gilt A”, ,fir alle x ist A7, ,.fiir x gilt A”; fiir alle x, ..., Tx—1 gilt
A7,
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e Bedingter Allquantor: fiir alle z mit A gilt B”, fiir alle x mit A ist B”, ,fiir x mit A gilt
B”; fir alle zg, ..., xp—1 mit A gilt B”.

e FEindeutige Existenz: ,es gibt genau ein x mit A”.

Wir fithren die Abkiirzungen A,V , =, 3,V anstelle von ,und”, ,oder”, ,nicht”, ,es existiert”
und fiir alle” ein:

e Konjunktion: AA B fiir ,,A und B”,
e Disjunktion: ,AV B fiir ,,A oder B”,
e Negation: ,—A fiir ,nicht A",
e Existenzielle Quantifizierung: 3z A fiir ,es gibt ein z mit A”,
e Universelle Quantifizierung: Vz A fiir ,fiir alle = gilt A”.
Die Vektorraum-Definition kann mit diesen Abkiirzungen folgendermafen geschrieben werden:
a) Va,y,zeV:(x+y)+z=a+ (y+2) (Assoziativgesetz).
b) Vz,yeV: 2+ y=y+2z (Kommutativgesetz).
c) YVezeV: 2+ 0=x (Nullvektor).
d) Vz e V3IyeV:x+y=0 (Existenz additiver Inverser).
e) VA, peKVzeV: X (u-z)= (X p) -z (Assoziativgesetz).
f) VzeV: 1-2=x (Neutralitit der 1).
g
h

VA€KVe,ye M: A-(z+y)=A x+ A -y (1. Distributivgesetz).

)
) VA, pne KVz e M: (A+ u)-z=X-x+ -z (2. Distributivgesetz).



Kapitel 2
Relationen

Definition 2.1. a) R ist eine n-stellige Relation, wenn R eine Menge von n-Tupeln ist.
Statt (xo, ..., Tn—1) € R schreiben wir auch R(xq, ..., Tp—1). Im Fall n =2 schreiben wir
statt R(x,y) auch x Ry (Infiz-Notation).

b) R ist eine Relation auf A und B, wenn R C A x B. R ist eine 2-stellige Relation auf A,
wenn RC A x A.

Zweistellige Relationen lassen sich 2-dimensional graphisch darstellen; eine Relation kann mit
ihrem Graphen identifiziert werden.

RCAxB

Wir definieren wichtige Eigenschaften von Relationen mit Hilfe prédikatenlogischer Schreib-
weisen.

Definition 2.2. Sei R eine 2-stellige Relation auf A. Dann definiere
a) R ist symmetrisch, wenn Va,be A(aRb—bRa).
b) R ist antisymmetrisch, wenn Va,b€ A((aRbAbRa)—a=0).
¢) R ist reflexiv, wenn Ya€ AaRa.
d) R ist transitiv, wenn Va,b,c€ A((aRbAbRc)—aRc).

¢) R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R symmetrisch, reflexiv und transitiv ist.

Funktionen sind Relationen auf A x B, bei denen jedem a € A genau ein b € B zugeordnet ist:
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R:A— B

- N

Definition 2.3. a) R ist eine Funktion von A nach B, R: A — B, wenn Ya € AJb €
B(aRbAVbY € B(aRYV —b=1")).
b) R ist eine injektive Funktion von A nach B, wenn (R: A — B A Va, a’ € AVb, V' €
B((aRbAa' RV Na+#a')—b+b")).
¢) R ist eine surjektive Funktion von A auf B, wenn (R: A— B AVbe BIa€ AaRD).

d) R ist eine Bijektion zwischen A und B, R: A<~ B, wenn (R: A— BAR ist injektiv A R
ist surjektiv).

2.1 Aquivalenzrelationen

Definition 2.4. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir a € A ist
[a] =[a]r={b|bRa}
die Aquivalenzklasse von a beziiglich R

Satz 2.5. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt:
a) Va,be A ([a]=[b] V [a]N[b] =0).
b) A=U,cq la]-

Beweis. a) Sei a,be A.
Fall 1: aRb:
Behauptung: [a] = [b].
Beweis: Sei x € [a]. Dann ist Ra; aRb; 2 R b, wegen der Transitivitdt von R; x € [b]. Also ist
E
Den Beweis der umgekehrten Inklusion notieren wir noch knapper:
Sei z € [b].
z Rb.
bRa, wegen der Symmetrie von R.
= Ra, wegen der Transitivitdt von R.
x € [al.
Also gilt fiir alle z € [b], dass z € [a].
[b] Cla). ged(Behauptung)

Dabei bezeichnet der Rahmen
Sei AlAQAm
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ein Teilargument, in dem ausgehend von der Annahme A; sukzessiv Ao, ..., A, gezeigt werden.

Nach Abschluss des Teilarguments durch das Wort ,,Also“ ist die Implikation

Ay — Ay,

bewiesen.

Fall 2: —aRb:

Behauptung: [a) N [b] =0.

Beweis:
Sei z € [a] N [b].
zRa.
Tz Rb.
aRx,wegen der Symmetrie von R.
aRb wegen der Transitivitit von R.
Widerspruch zur Fallannahme.
Also Vz(z €la]N[b] — L1).
v (@ ¢ [a] N [b]).
l[ajn[p]=0.  ged(Behauptung)

b) Sei be A.
bRb, wegen Reflexivitat.
b € [b], nach Definition von [b].
b€ U,ca la], nach Definition der Vereinigung.
Also gilt fiir alle be A, dass be |J

AC UaEA la].

a€A [a]

Die Gegenrichtung A2 |J, . 4 [a] st trivial.
A=U, ca [a].

O

Beispiel 2.6. Faktorisieren nach Unterriumen. Es sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unter-

raum von V. Definiere eine Relation R CV x V durch
TRy+—xz—yeU.

Wir zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation auf V ist:
(1) R ist reflexiv.
Beweis: Sei x € V.

r—xzelU.

rRx.

Also VxeV:zRx.

(2) R ist symmetrisch.

Beweis.
Seiz,yeV, xRy.
rz—yeU.
y—z=—(x—y)eU.
yRx.

Also Vz,y €V (z Ry— yRx).

(3) R ist transitiv.

Beweis.
Seiz,y,z€V,xRy,yRz.
z—yelU.
z—yelU.
z—z=(x—-y)+(y—2)€eU.
zRz.
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AlsoVz,y,zeV((xRyAyRz) —»xRz).

Definition 2.7. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann sei
A/R={la]lr|ac A}

die Menge der Aquivalenzklassen von R. A/R ist die Faktorisierung oder der Quotient von
A nach R.

Beispiel 2.8. Quotientenvektorridume. In dem Beispiel 2.6 sind die Aquivalenzklassen von der
Gestalt
[lp=2x+U={z+uluelU}.

Beweis: Sei v € [z]g.

vRz.

u=v—xecU.

v=rx+ucc+U.

Also gilt fiir alle v € [z]g, dass vex +U.

[z]rCx+U
Umgekehrt:

Seivex+U.

Sei w € U mit v=1x+u.

v—zr=uecU.

vRx.

velzlr.

Also v e [z]Rr.
Also gilt fiir alle ve x4+ U, dass v € [z]r.
ZlrR2z+U. qed

Geometrisch sind die Aquivalenzklassen Parallelverschiebungen @ + U des Untervektorraums
U um den Vektor z. Nach Satz 2.5 zerféllt der Raum V' in zu U parallele Untermengen.
Man kann weiter zeigen, dass die Menge A/R mit folgenden Operationen zu einem IK-Vek-
torraum A/R=(A/R,®,®) erweitert werden kann:
(z+0)@(yaU) = (z4+y)+U;
Aoz 4+U) = (A-z)+U.

Beispiel 2.9. Modulare Arithmetik. Fixiere n € N, n# 0. Wir hatten die Relation = (mod n)
der Kongruenz modulo n auf den ganzen Zahlen 7Z definiert:
i=j(modn) gdw. n|(i— j).

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation auf Z; der Beweis verlduft dhnlich wie bei der Bildung
des Quotientenraums bei Vektorrdumen. Die Aquivalenzklassen [i] beziiglich dieser Relation sind
von der Gestalt

i|=i+n-Z={i+n -k|keZ}.
Wir hatten die Aquivalenzklassen durch die Reste modulo n reprisentiert:
Z,=A{0,1,...,n —1}.
Die natiirliche Korrepondenz ¢ zwischen Z,, und Z/(mod n) ist durch
o e— [i]:i+n>Z

gegeben. Die Korrespondenz ist mit den Operationen @, und ®,, der Arithmetik modulo n
vertriaglich:

(i@ ) =(Ong) +n-Z=(i+j)+n-Z=(i+n-Z)®(j+n -Z)=({) & ¢(j)

(i ®nf)=(1®nj)+n-Z=(i-j)+n Z=(i+n-Z)®(j+n-L)=p(i)@¢(j)
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2.2 Ordnungsrelationen

Definition 2.10. FEine 2-stellige Relation < auf X ist eine partielle Ordnung wenn <
transitiv, refleriv und antisymmetrisch ist. Die Relation < 1ist eine (totale) Ordnung oder
lineare Ordnung, wenn < auflerdem linear ist:

Ve, ye X (z<yVz=yVy<az).

Beispiel 2.11. a) Die Inklusion C auf Mengen ist eine partielle Ordnung. Die Inklusion ist
nicht linear, denn es gibt nicht-leere, zueinander disjunkte Mengen:

{or {1}, {0y # {1}, {1} £{0}-

Die Antisymmetrie der Inklusion ist das fundamentale Kriterium fiir die Gleichheit von Mengen
(Extensionalitéit), das hiufig fiir den Beweis von Mengengleichheit benutzt wird:

Vo,y((eCynyCe)—z=y).

b) Die gewohnlichen Ordnungen < auf den Zahlbereichen N, Z, @ und R sind totale Ord-
nungen.

Zu jeder partiellen Ordnung lédsst sich eine strenge oder strikte Variante definieren:

Definition 2.12. Sei < eine partielle Ordnung auf X. Definiere dann eine zweistellige Rela-
tion < auf X durch:

<y gdw. (x<yAz+y).
Diese Relation ist transitiv und irreflexiv:
Ve, y,zeX((z<yAhy<z)—z<z),
Vee X—x<uz.
Wenn zusdtzlich < linear ist, so erfillt < die folgende Trichotomie:
Ve,ye X (x<yVz=yVy<z).
Partielle Ordnungen (in nicht-strikter und strikter Form) treten hiufig auf. Wir fiihren einige

wichtige Begriffe fiir partielle Ordnungen ein. Fiir eine partielle Ordnung < auf X definiere den
Ausdruck

max (a,X) < (a€ X AVzeX:z<a),

der das Maximum von X charakterisiert.

Satz 2.13. Eine partielle Ordnung hat hochstens ein Mazimum:
Va,a' ((max (a, X) Amax (a’, X) —a=a’).
Wenn es existiert, bezeichnen wir das Mazimum a von X mit

a=max (X).

Beweis. Betrachte a,a’ € X mit max (a, X) und max (a/, X). Dann ist
VeeX:z<a und VzeX:x<a'

Speziell ist a’ <a und a <a’. Wegen der Antisymmetrie von < ist a=a'. 0

Definition 2.14. Sei (X, <) eine partielle Ordnung. Definiere
a) os(a,Y)— (a€ X AVyeY:y<a); os(a,Y) besagt, dass a eine obere Schranke von Y
ist;
b) sup (a,Y) < os(a, Y) A Vb(os(b, Y) — b > a); sup (a, Y) besagt, dass a eine kleinste
obere Schranke oder ein Supremum von Y ist.
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Satz 2.15. Wenn sup (a, Y) und sup (a/, V), dann ist a = a’. Wir konnen daher a = sup (V)
anstelle von sup (a,Y) schreiben.

Beweis. Ubung. O

Definition 2.16. Definiere us(a,Y) < Vo € Ya<x. Dies besagt, dass a eine untere Schranke
von Y ist. a ist ein Infimum von Y, wenn inf (a,Y) < us(a,Y) AVb(us(b,Y) — b< a). Wie das
Supremum so ist ein Infimum eindeutig definiert, wenn es existiert. Daher schreiben wir auch
a=inf(Y") anstelle von inf(a,Y)

Satz 2.17. Angenommen, max (X) existiert. Dann ist max (X ) =inf (0).

Beweis. us(a, ) ist dquivalent zu: Vz € fa < z. Diese Eigenschaft ist immer erfiillt. Daher

inf (a,0) < Va'a’ < a+ a=max (X). o

Beispiel 2.18. (Kleine) endliche Beispiele von partiellen Ordnungen lassen sich durch Hasse-
Diagramme angeben. Das sind Figuren, in denen die Elemente der Trigermenge durch Kanten
verbunden sind. Wenn a und b durch eine Kante verbunden sind und a oberhalb von b liegt, so
bedeutet das, dass a > b ist. Die Relation < besteht aus allen Paaren, die durch einen von
unten nach oben laufenden Kantenzug verbunden werden kénnen. Das folgende Bild ist das
Hasse-Diagramm der partiellen Ordnung m|n|12, d.h. der Teilbarkeitsrelation auf den Teilern
von 12.

12

Wir interessieren uns besonders fiir Suprema und Infima endlicher Mengen.

Definition 2.19. Sei (X, <) eine partielle Ordnung. aldb = sup ({a, b}) ist die Vereinigung
von a und b. anb=inf ({a,b}) ist der Schnitt von a und b.
Satz 2.20. Wenn C die partielle Ordnung der Inklusion auf Mengen ist, so gilt:

a) Va,b:allb=aUb.

b) Va,b:amb=anb.
Beweis. a) Betrachte Mengen a und b.
Es gilt a CaUb und b CaUb. Daher ist os(aUb, {a,b}). Betrachte ein ¢ mit os(c, {a,b}). Dann
ist a Ccund b Ce. Zusammen ist aUb C c. Also ist Ve (os(c, {a,b}) = aUbC¢). Damit ist

aUb=sup ({a,b}) = allb.

b) ldsst sich analog zeigen. O
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Definition 2.21. Eine partiell geordnete Menge (X, <) ist ein Verband, wenn die Suprema
und Infima aller endlichen Teilmengen existieren.

Satz 2.22. Sei (X, <) ein Verband. Dann besitzt (X, <) ein Mazimum und ein Minimum,
ndmlich inf (0) und sup (0). Wir bezeichnen das Mazimum und das Minimum mit T und L
(Top und Bottom ).

Folgende Gesetze gelten in Verbénden:

Satz 2.23. Sei X ein Verband. Dann gilt in X:
a) Ve, y:x <zUy und Vo, y:x > zMy.

b) Va:zUz =2 und Ve:zMxz =z (Idempotenz).

¢) Ve, y: ey = yUz und VY, y: 2Ny =yNz (Kommutativitat).

e) Va,y:aMN(zUy) =2 und Vo, y: zU(zMNy) =z (Absorption).

f) Va: LUz =z und Vo: LNz =L (Minimum).

)
)
)
d) Va,y,z: zd(yUz) = (2Uy)Uz und Vo, y, z: 2MN(yNz) = (2MNy)Nz (Assoziativitdt).
)
)
g) Va: TNz =2z und Vo: TUz =T (Mazimum,).

Beweis. a) Seien z,y € X. os(zUy, {z,y}) und zUy > =.
b) Sei z € X. > und os(z, {z,z}). Sei y € X mit os(y, {z,2}). Dann ist y > . Also ist Vy €
X (os(y,{z,z}) — y>=x). Zusammen ist

(os(z, {z,2}) AVy € X (os(y, {w,2}) = y > 1)),
d.h. z=sup ({z,z}) =zlz.
d) Seien z,y,z € X. Dann gilt
2U(ylz) >z
zU(ylz) > ylz >y
zU(yUz) > aly
zU(ylz) > yUz > 2
zU(yUz) = (zUy)Uz
Umgekehrt:
z < zly < (zly)Uz
y < zly < (aUy)Uz
2z < (zUy)Uz
yUz < (zUy)Uz
zU(yUz) < (zUy)Uz
Wegen der Antisymmetrie von < ist dann
zU(yUz) = (zUy)lUz.
e) Seien z,y € X. Wir zeigen die Gleichheit durch zwei Ungleichungen:
Beh: zM(zUy) < z. Dies gilt nach a).
Beh: zM(zUy) > . = > « und nach a) zUy > z. Also ist us(z, {z, 2zUy}) und = <inf (z, zUy) =

xM(zUy).
Da < antisymmetrisch ist, ist zM(zUy) =z. O

Beim Rechnen mit zwei Rechenarten sind Distributivgesetze interessant. Fiir allgemeine Ver-
bénde gilt:
Satz 2.24. Sei X ein Verband.

a) Vo, y,z: (y=z—alNy > aMz)

b) Va,y, z:xM(yUz) = (xMNy)U(aMz)
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c) Va,y, z:aU(yMz) < (zUy)N(zlz).

Beweis. a) Betrachte , y, z € X mit y > z. Dann ist 2Mz <z. Mz <z <y. us(zNz, {z, y}).
Also zMz <inf ({z, y}) =aMy.

b) Betrachte z,y, z € X. Dann ist z > 2My, « > Mz und = > (zMNy)U(zMNz). Weiter ist ylz >y >
My, yUz > z > aMz und yUz > (2MNy)U(zMz). Also ist (zMy)U(zMz) untere Schranke von {z,
yUz} und zM(yUz) > (2MNy)U(2Mz).

¢) ldsst sich mit einem zum Beweis von b) ,,dualen” Argument zeigen, bei dem M und U bzw. <
und > vertauscht sind. O

Definition 2.25. Ein Verband (X, <) ist ein distributiver Verband, wenn in ihm die Dis-
tributivgesetze gelten:

Vo, y, z:2M(yUz) = (xNy)U(2Mz)

Va,y, z:2U(yMz) = (zUy)(zUz).

Beispiel 2.26. Der Teilbarkeitsverband ist distributiv (Ubung).

2.3 Boolesche Algebren

‘Wenn wir den Verband der Teilmengen einer Menge Z betrachten, so gibt es dort noch eine wei-
tere wichtige Operation, ndmlich die Komplementbildung:
A —A={zeZ|z¢ A}=2Z\A.

Das Komplement ist dadurch gekennzeichnet, dass AN (— A) =0 und AU (— A) = Z. Wir
konnen diese Situation abstrakt in beliebigen distributiven Verbénden studieren.

Definition 2.27. Sei (X, <) ein distributiver Verband. Elemente z, ' € X heiffen komple-
mentir, wenn vz’ =T und 2Nz’ = 1.

Satz 2.28. Sei (X, <) ein distributiver Verband und x,z’, x"” € X. Wenn x und z’ als auch x
und x” komplementdir sind, so ist x' = z"'. Dieses Komplement 2z’ von x wird auch mit — x
bezeichnet.

Beweis. Betrachte z,z’, 2’/ mit den genannten Eigenschaften.
' = 2'MT

'M(zUz"”)

(z'MNz)u(z'Ma’)

LU(z'Nz”)

"

= 2Nz
Daraus folgt ' < x”. Genauso zeigt man die umgekehrte Ungleichung z” < 2. Zusammen gilt
dann z'=z". O
Definition 2.29. FEine Boolesche Algebra ist ein distributiver Verband (X, < ) mit der
Eigenschaft:
Vo e X3z’ € X (z und z' sind komplementdr).

In diesem Verband kénnen wir die Operationen LI, M, — betrachten. Wir bevorzugen allerdings
folgende algebraische Definition von Booleschen Algebren.

Definition 2.30. Eine Boolesche Algebra ist eine Struktur (B, + ,-,—,0,1) mit zwei zwei-
stelligen Funktionen +,-, einer einstelligen Funktion — , und zwei Konstanten 0 und 1, die die
folgenden Aziome erfillt:

a) Vo, y,zix+(y+2)=(@+y)+z Yo,y 2z (y-2)=(z-y) 2
b) Ve, y:x+y=y+uz, Ve,y:x-y=y-x;
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) Va:0+z=2, Vo:l-x=u;
) Vo,y,za(y+a)=(2y)+(z-2), Vo,y, e+ (y-2)=(2 +y)- (v +2);
) Vaio+(—2)=1, Voiz-(—z)=0;

f) —0=1, —1=0, 041;
)
)
)

NV y—(zy)=(—2)+(-y), Vo,y: = (t+y)=(—=2)- (- ).
Die Aziome j) sind die DE MORGANschen Gesetze.
Beispiel 2.31. Das einfachste Beispiel einer Booleschen Algebra besteht nur aus den Elementen

0 und 1: B={0,1}. Die Verkniipfungen +,- und — miissen auf Grund der Axiome folgender-
mafen definiert werden:

+]0]1 - (01 —
001, |0[0]|Of, ] 0|1
1(1(1 1{0]1 110

Diese Algebra ist isomorph zur Algebra der Wahrheitswerte

oder | W | F und |W | F nicht
W [W|W|,| W [W[F|,| W |F|,
F ([W|F F |F|F F |W

die wir im letzten Semester kennen gelernt hatten.

Beispiel 2.32. Potenzmengen: Sei X # ) eine nicht-leere Menge. Definiere die Potenzmenge
von X als die Menge aller Teilmengen von X:

Pot(X)={Y|Y CX}.
Dann ist Pot(X) mit den Operationen U, N und Komplementbildung
-Y=X\Y={zeX|z¢Y}
eine Boolesche Algebra.

Satz 2.33. Sei X eine endliche Menge mit n Elementen, n € N. Dann besitzt Pot(X) genau 2"
Elemente.

Beweis. Durch vollstandige Induktion tiber n € N.
Induktionsanfang n = 0: Dann ist X die leere Menge, X = (). Die einzige Teilmenge von 0 ist die
leere Menge selbst:

Pot(0) = {0}.
Damit hat Pot(0)) genau 1=2° Elemente.
Induktionsschritt: die Behauptung gelte fiir n. Betrachte eine Menge X mit n + 1 Elementen.
Wihle ein a € X. Die Menge X \ {a} hat n Elemente. Dann ist
Pot(X) = {YCX|aceY}U{Y CX|a¢Y}
{ZU{a}|Z €Pot(X \ {a})} UPot(X \ {a}).

Nach Induktionsvoraussetzung hat Pot(X \ {a}) genau 2" Elemente. Die beiden ,,Summanden”
der Vereinigung haben daher jeweils 2" Elemente. Zusammen hat die Vereinigung und damit die
Potenzmenge von X 2"+ 2" =2"%1 Elemente.

Der Satz folgt mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion. ]

Satz 2.34. Sei (B,+,-,—,0,1) eine Boolesche Algebra. Dann gilt in B:
a) Vz,y: (2 +y=0—(z=0Ay=0)).
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b) Va,y:(z-(—y) =0z -y=ux).
Beweis. a) Betrachte 2, y € B mit 2+ y=0. Dann ist
z=r+0=z+(z+y)=(x+2z)+y=z+y=0.

Ebenso ist y=0.
b) Betrachte =, y € B. Angenommen z- (— y)=0. Dann

roy = (v-y)+0
(z-y)+(z-(-y))

= z-(y+(—v)
z-1
= .
Andererseits sei x -y =2x. Dann
z(=y) = (@-9)-(—y)
=z (y-(-v)
= z-0
= 0.
O
Satz 2.35. Sei (B,+,-,—,0,1) eine Boolesche Algebra. Definiere eine 2-stellige Relation <

auf B durch
r<y gdw. - (—y)=0(gdw. z-y=y).
Dann ist die Struktur (B, <) eine partielle Ordnung.

Beweis. Transitivitit: Betrachte 2, y, 2 € B mit x <y und y < z. Dann ist - (—y) =0 und y -
(—2)=0. Hieraus folgt:

z-(=2) = (z:1)-(—2)

= (@ @+(-)) (-2
() + @ (-y)) (—2)
((z-y)+0)-(—2)
(@y)(—2)
z-(y-(—2))
z-0

=0

Also ist z < 2.

Reflexivitit: Betrachte € B. Dann ist - (— ) =0 und daher z < z.

Antisymmetrie: Betrachte 2,y € B mit t <y und y <. Dann ist - (—y)=0und y- (—z)=0.
Hieraus folgt:

r = x-1
=z (y+(—v))
= (z-y+(-y)
=gy
= (i-y 0
= (@y+(-2)y)
= (z+(-2)
= Y

|
® =
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Satz 2.36. Sei (B,+,-,—,0,1) eine endliche Boolesche Algebra, d.h. die Tragermenge B ist
endlich. Dann ist B isomorph zu einer Potenzmengenalgebra, d.h. es gibt eine Menge A und
eine bijektive Abbildung f: B« Pot(A), die mit den Algebraoperationen vertraglich ist:

a) f(0)=0, f(1)=

b) Yo,y € B: f(z+y)=f(x)U f(y);
¢) Yo,y €B: f(x-y)=f(z)N fy);
d) YVzeB: f(—z)=A\ f(z).

Beweis. Ein Element a € B ist ein Atom in B, wenn
a#0AVzeB: (z<a— (z=0Vz=a)),

wobei < die partielle Ordnung aus dem vorangehenden Satz ist.

(1) Sei x € B und z # 0. Dann gibt es ein Atom a in B mit a <.

Beweis: Angenommen nicht. Definiere dann eine Folge (x,|n € N) durch Rekursion: ¢ = .
Sei x,, definiert, so dass z, < z, ©, # 0. Nach der Widerspruchsannahme ist x, kein Atom.
Waihle dann ,41 < z,, , so dass £p4+1# 2, und z,41 # 0. Dann ist (z,, |n € N) eine unendliche
absteigende Folge in B:

To> X1 >Ta> ...

Das ist ein Widerspruch, da B endlich ist. ged

Setze A={a € B|B ist ein Atom in B}. Definiere f: B— Pot(A) durch
flz)={acAla<z}.

Wir zeigen die behaupteten Eigenschaften fir f.
(2) Seien a,b€ B Atome in B mit a-b+#0. Dann ist a =b.
Beweis: Sei x=a-b#0.

z-a=(a-b)-a=(b-a)-a=b-(a-a)=b-a=a-b=zx

und daher ist  <a. Da a ein Atom ist, ist  =a. Ebenso ist x =50 und a =b.

(3) f ist injektiv.

Beweis: Betrachte z, y € B, « # y. Dann ist ¢ £ y oder y £ z. Ohne Einschréinkung der Allge-
meinheit sei z £ y. Nach der Definition von < ist dann z- (— y)# 0. Nach (1) wihle ein Atom
a€Amita<z(—y).

-z
( I)

—x
Daraus folgt: a-(— ) =0 und a < z. Weiter ist a- y =0 und

a(—y)=0+(a-(-y)=(ay)+(a(-y)=a (y+(-y))=a 1=a#0.

Daher ist a £ y. Nach Definition von f ist a € f(z) und a ¢ f(y). Damit ist f(z)# f(y). ged
(4) f ist surjektiv.
Beweis: Betrachte X € Pot(A). Sei X = {ay,...an—1}. Definiere

r=ao+ai+...+a,_1€B.
Wir zeigen, dass f(z)=X. Diese Mengengleichheit weisen wir durch zwei Inklusionen nach.
Betrachte a € f(z) ={a € Ala<a}. Dann ist

a<xr=ap+a1+...+an—1
und

a=a-r=a-(a+a1+...+an-1)=(a-ao) +... +(a-an_1).
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Da a0, wihle ein ¢ <n mit a-a;# 0. Nach (2) ist dann a=a; und a € X.

Andererseits sei a=a; € X. Nach (2) ist dann
a-z=a-(ap+ai+..+an_1)=(a-ap)+...+(a-an_1)=a

und ¢ <z. Damit ist a € f(z). O

Aufgabe 2.1. Beweisen Sie die Teile b)-d) des Satzes.



Kapitel 3

Strukturen

3.1 Signaturen

Wir haben eine Fiille von Strukturen kennengelernt: die Zahlsysteme N, Z, Q, R und C; Kdrper
und Vektorraume; Ordnungsstrukturen, Verbinde und Boolesche Algebren. Wir wollen den allge-
meinen Strukturbegriff, den wir im ersten Semester eingefiihrt hatten, weiterentwickeln.
Gemeinsames Merkmal von Strukturen ist das Vorhandensein von Trigermengen auf denen
Relationen oder Funktionen wirken. Ein IK-Vektorraum V setzt sich aus dem Koérper K mit
seiner Tragermenge und den zugehorigen Koérperoperationen sowie einer Menge V' von Vektoren
zusammen. Die Vektoroperationen haben Skalare aus KK oder Vektoren als Argumente:

v K: { f}K s K e
) v { v

+v, ..

Die Relationen und Funktionen einer Struktur konnen sich wie die Skalarmultiplikation auf ver-
schiedene Trégermengen beziehen und koénnen verschiedene Stellenzahlen haben. Zur Organisa-
tion des Systems von Triagermengen und Relationen und Funktionen fithren wir allgemein Signa-
turen ein. Eine Signatur liefert Symbole zur Referenzierung verschiedener Strukturkomponenten
und fixiert die Stellenzahlen von Relationen und Funktionen.

Definition 3.1. Ein 5-Tupel 0= (S, F, R, K, fct) ist eine Signatur, wenn

a) S,F,R, K sind paarweise disjunkte Mengen von Sorten, Funktionssymbolen, Relati-
onssymbolen bzw. Konstantensymbolen;

b) fct ist eine auf FURUK definierte Funktion, die als Funktionalitét bezeichnet wird;

¢) fiir alle f € F gibt es ein n € N mit fct(f) € S"+1;

d) fir alle r € R gibt es ein n € N mit fct(r) € S™;

e) fir alle k € K st fct(k) € S.

Bemerkung 3.2. Die Sorten entsprechen den verschiedenen Tragermengen von Strukturen. Die

Funktion fct legt die Typen der Symbole fest. Wenn f € F ein Funktionssymbol ist und fet(f) =

(81, «-es Sny Sn+1), SO bedeutet das, dass f n-stellig ist, seine Argumente aus den mit den Sorten

S1, --., Sp bezeichneten Triagermengen bezieht und einen Wert in der mit s, bezeichneten Tré-

germenge liefert.
K-Vektorrdume V = (V,+, -, 0) kann man folgendermafen durch eine Signatur oy erfassen:

Sortenmenge
S = {Vektor, Skalar};
als Operationen liegen Korperoperationen +k und -k , die Vektoraddition -+y und die Skalar-
multiplikation -y vor:
F={+k,x,+v, v}
Relationen liegen nicht vor:

R=10;

21
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es gibt die Koérperkonstanten Ok und 1k und den Nullvektor Oy:
K ={0k, 1k, 0v }
Die Funktionalitidt der verschiedenen Symbole in F'U RU K ist:

fet(+x ) = (Skalar, Skalar, Skalar)
fet(-x ) = (Skalar, Skalar, Skalar)
fet(+v) = (Vektor, Vektor, Vektor)
fet(-y) = (Skalar, Vektor, Vektor)
fet(0g) = Skalar
fet(1g) = Skalar
fet(0y) = Vektor.

Das bedeutet zum Beispiel, dass +x eine Operation beschreibt, die von K? nach K geht, dass
-y von K x V nach V geht, und dass Oy ein Element von V ist. Damit ist

ovr = ({Vektor, Skalar}, { +x , ', +v, v }, 0, {0k, 1k, Ov }, fct).
Die Funktionalitdten von Funktionssymbolen werden auch folgendermafen geschrieben:

fet(+y) = (Vektor, Vektor) Vektor
fet(+y) = (Skalar, Vektor) Vektor.

Derartige Konstrukte finden sich auch in Programmiersprachen. Eine Signatur entspricht der
Klassendeklaration in einer Programmiersprache wie C+-+. Wenn man Vektorrdume als Klasse
einfiihren mochte, wiirde man unter der Annahme, dass die Datentypen vektor und skalar vor-
liegen, etwa schreiben:

class Vektorraum

{

public:

vektor Vektoraddition(vektor,vektor);
vektor Skalarmultiplikation(skalar,vektor);
vektor Nullvektor();

};

3.2 Strukturen

Eine Signatur kann durch Strukturen interpretiert werden. In einer Struktur werden den Sym-
bolen entsprechende Strukturkomponenten zugeordnet.

Definition 3.3. Sei 0 = (S, F, R, K, fct) eine Signatur. Eine Struktur mit Signatur o oder
eine o-Struktur ist ein Tupel

A= ((A)ses: ([ rers (rY)rer, (k" )rer)
mit den Eigenschaften:
a) fir s€S ist As#+0; jedes A, ist eine Tragermenge der Struktur;
b) fir f € F mit fct(f) = (51,+.., Sn, Snt1) ist f4 eine Funktion:

fA:ASl X ... X As, — As

b1
¢) fir r € R mit fct(r) = (s1,..., sn) st 7 eine Relation:

A C Ag, X .o X Ag,
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d) fir k€ K mit fct(k) =s ist k* eine Konstante:
ke A,

Die Struktur 2 kann als Zuordnung von Symbolen zu (mathematischen) Objekten geeigneten
Typs aufgefasst werden:

s Ay, fo fA rerd ke kA
Im Fall der oben diskutierten Vektorrdume kann ein gewohnlicher Vektorraum als Struktur mit
der Signatur
ovr = ({Vektor, Skalar}, { +sk, -sk s +vi s vk }, 0, {0sk, Lsk, Ovi}, fet)

aufgefasst werden; der 2-dimensionale R-Vektorraum R? wire in dieser Formatierung:

R?=({R* R}, {+R, R +R?, R2},0,{0, 1=< 8 >}

Formulierungen dieser Art enthalten in der Regel viele redundante Elemente, daher werden sie
etwa verkiirzt zu dem bekannten

RQ:(R2;+E{27']R2~,< 8 >}

Da der Skalarkérper R fixiert ist, werden seine Komponenten unterdriickt; auch die leere Menge
der Relationen braucht iiblicherweise nicht angegeben zu werden. Weiterhin wird eine Struktur
héufig durch (eine) ihre(r) Trigermengen bezeichnet.

Dennoch sollte man sich bewusst sein, dass die iiblichen Abkiirzungsschreibweisen bei Bedarf
zu vollstédndigen, eindeutigen Formulierungen ausgedehnt werden kénnen.

Aufgabe 3.1. Definieren Sie eine Signatur o,,itn der Arithmetik, die fiir verschiedene Zahlsysteme wie N, QQ,
R mit Addition und Multiplikation adédquat ist. Stellen Sie die Zahlbereiche als Strukturen mit dieser
Signatur dar.

Aufgabe 3.2. Definieren Sie Signaturen fiir Booleschen Algebren entsprechend der zwei alternativen Defini-
tionen von Boolescher Algebra und stellen Sie die Potenzmengenalgebra P(A) als Strukturen zu diesen Signa-
turen dar.

3.3 Substrukturen

Zu einer gegebenen Signatur o gibt es eine Fiille von o-Strukturen. In der Linearen Algebra
hatten wir etwa eine groe Vielfalt von Vektorrdumen kennengelernt. Eine Aufgabe der Theorie
ist es, durch Klassifizierungen einen Uberblick iiber die Klasse aller Moglichkeiten zu erlangen.
Bei Vektorrdumen waren hierzu Begriffe wie Unterraum und lineare Abbildung eingefithrt
worden. Wir wollen derartige Definitionen ganz allgemein studieren:

Definition 3.4. Sei 0= (S, F, R, K ,fct) eine Signatur und seien

A= ((4s)ses, (fA)fePH (TA)TER1 (kA)keK)
und

B =((Bs)ses: (fP)ser, (rP)rer, (FP)rex)
o-Strukturen. Dann ist 2 Substruktur oder Unterstruktur von B, wenn:
a) fir s€S ist As C By;
b) fir feF mit fet(f)=(s1,..., Sn, Sn+1) und a1 € Ag,, ..., an € As,, ist
FAar, o, an) = fBar, ..., an);
¢) fir r € R mit fet(r) = (s1,...,8n) und a1 € As,, ..., a, € A, ist

r4(ay, ...,an) gdw. r5(ay,...,a,);
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d) fir ke K mit fct(k)=s ist
EA=kB.
Man schreibt dann auch A CB.
Eine Substruktur wird durch Einschrinkung der Trigermengen gegeben; die iibrigen Kompo-

nenten der Struktur werden entsprechend eingeschrankt. Ein Untervektorraum U eines K-Vek-
torraums V ist eine Substruktur im Sinne dieser Definition:

U={U,K}, {+x, &k +v,v}0 {0k, 1x,00}) <
V=({V7]K}‘r{+ﬂ<7"]K’+V%‘V}7®7{0]K71]K’0V})‘

3.4 Homomorphismen

Im Mittelpunkt der Linearen Algebra steht das Studium der linearen Abbildungen. Dieses sind
Abbildungen zwischen den Trégermengen der Vektoren, die mit beiden Strukturen vertriglich
sind. Wir formulieren allgemein:

Definition 3.5. Sei 0= (S, F,R, K ,fct) eine Signatur und seien

A= ((Ag)ses, ([N rer, rrer, (k" )kex)
und

B =((Bs)ses, (fP)rer, 0P)rer, (KP)rex)

o-Strukturen. Sei s € S, so dass fir alle s’ € S\ {s} gqilt: Ay = Bg:. Fiir eine Abbildung h: As—
Bs und t € S definiere

h, firt=s

Ida,, firt#s

Dann ist h: As— Bs ein s-Homomorphismus von 2 nach B, wenn:

hy: Ay — By, ht:{

a) fir fe€F mit fet(f)=(81,---, Sn, Snt+1) und a1 € Ag,, ..., an € As,, ist
fP(hay(a1), s b, (an)) = ha, (fA (a1, ..., 0n)) 5
b) fiir r € R mit fct(r) = (s1,...,8,) und a1 € A, ..., a, € As,, ist
rB(hs,(a1), .., B, (an)) gdw. 74(ay, ..., an);
c) fir ke K mit fct(k)=s; ist
kB = hg, (k1).
Man schreibt dann auch h:2A — ;B oder einfacher h:2A — B.

Beispiel 3.6. Sei
ovr = ({Vektor, Skalar}, { +si , sk » +vi , vk }, 0, {Osk, Lsk, Ovi}, fet)
die Signatur der Vektorrdume und seien
U={U, K} {+x,,+v, v} 0 {0k, 1x,00})
und
V={V,K}{+x, &, +tv, v }0 {0k 1x,0v})

K-Vektorrdume. Eine Abbildung h: U — V ist genau dann ein Vektor-Homomorphismus, wenn h
eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen ist. Es gilt hyektor = A und hggalar = Idk . Die
Homomorphismuseigenschaft fiir das Skalarprodukt eines Skalars A € IK und eines Vektors u € U
bedeutet:

v (hskalar (M), hvektor(4) = hvekior(-u (A, 1))
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Dies kann dquivalent zur multiplikativen Linearitdt von h umgeformt werden:
v (A h(w) = h(u(A )
/\vh(u) = h()\Uu)
A-h(u) = h(\-u).
Wir fithren Begriffe zur Beschreibung von Homomorphismen ein:
Definition 3.7. Sei h: A —3B ein s-Homomorphismus zwischen o-Strukturen 2 und B. Dann
ist h eine Abbildung h: As— Bs zwischen den Tragermengen As und Bs. Wir definieren:
a) h ist ein Monomorphismus, wenn h injektiv ist;
b) h ist ein Epimorphismus, wenn h surjektiv ist;
¢) h ist ein Isomorphismus, wenn h bijektiv ist;
d) h ist ein Endomorphismus, wenn A;= By;
)

e) h ist ein Automorphismus, wenn h bijektiv und As= B ist.






Kapitel 4
Sprachen

Formale Sprache dienen dazu, Aussagen iiber Strukturen einer vorgegebenen Signatur zu
machen. Die Aussage VaVy: x + y =y + = besagt zum Beispiel, dass die Addition (in Strukturen
geeigneter Signatur) kommutativ ist. Eine Signatur stellt bereits Mengen von Symbolen zur Ver-
fiigung, die bei der Bildung von Aussagen der Sprache verwendet werden konnen. Diese Symbole
werden durch weitere Symbole in logische Zusammenhénge gestellt. Die formale Sprache wird
durch ihre Signatur bestimmt. Die formalen Aspekte der Sprache bezeichnet man als Syntaz.
Die Interpretation einer Sprache in Strukturen ist Anliegen der Semantik.

4.1 Syntax
Definition 4.1. Sei 0 = (S, F, R, K, fct) eine Signatur. Die zu o gehdrige Sprache L° besteht
aus mehreren Komponenten:
a) Variable: fiir jede Sorte s €S gibt es Variablen v§,v3,...;
b) Symbole: die Symbolmenge A% der Sprache L ist
A°=FURUKU{v; |seS,neN}YU{(,),” ., ,=,~A,V,—,<,V,3}

¢) Terme: Die Menge T° der o-Terme wird rekursiv definiert. Jedem Term t wird
auferdem ein Typ 7(t) € S zugeordnet:

i. alle Variablen vy, sind Terme vom Typ 7(v5) =s;
ii. alle Konstantensymbole k € K sind Terme vom Typ 7(k) =fct(k);

wi. fiir alle n-stelligen Funktionssymbole f € F mit der Funktionalitdt
fet(f) = (81, Sny Snt1)
und Terme ty,...,t, mit 7(t1) = s1,..., 7(tn) = Sy, 1st
flt, o tn)
ein Term mat 7(f(t1,.ytn)) = Spt1 -

d) Relationale Aussagen: fir eine Sorte s € S und Terme tq, to € T7 mit 7(t1) = 7(t2) = s
ist
ti=to

eine relationale Aussage; und fir alle n-stelligen Relationssymbole r € R mit der Funktio-
nalitdt

fet(r) =(s1,-+, Sn)
und Terme tq,...,t, mit 7(t1) =81, ..., 7(tn) = Sp ist

T(tla (223} tn)

eine relationale Aussage.

27
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e) Aussagen: Die Menge Aus® der Sprache L7 wird rekursiv definiert:
i. jede relationale Aussage ist eine Aussage;
. wenn @ eine Aussage ist, so ist auch — (,,nicht ¢”) eine Aussage;

wi. wenn ¢ und v Aussagen sind, so sind auch

(pA9) L und 7
(pV ) L oder ”
(p—1) L impliziert 1"

(@) ¢ ist dquivalent zu "
Aussagen;

w. wenn ¢ eine Aussage ist und v;, eine Variable, so sind auch
Yo, . fir alle vy, gilt p”

Juy ¢ ,,es gibt ein vy, mit @7
Aussagen.

Beispiel 4.2. Die Sprache der Vektorrdume. Wir wenden die Definition an und fiihren verschie-
dene abkiirzende Schreibweisen ein. Sei

oyr = ({Vektor,Skalar}, { +sk, sk, +vk, vk },0, {Osk, Isk, Ovi}, fet)
(Vektor, Skalar; +sk , sk , +vi , vk , Osk;, Lsk, Ovi, fct)

die Signatur der Vektorraume. Dann hat man:

—  Variablen: vy°*" und v3**12* die iiblicherweise durch besondere Buchstaben z, ¥, z, ... fiir
Vektor-Variablen und A, u,v, ... fiir Skalar-Variablen bezeichnet werden;

—  Terme: +sk (X, 1), sk (A, p), +vi (2, y), vk (X, 2) und komplexere Terme der Gestalt

i (vie (A, 2), v (1, )
Die Terme sind in iiblichen arithmetischen Infix-Schreibweisen mit Klammersetzung
besser zu verstehen: A +gy o, A gk pt, ... und
A vi) +vi (v y)-
Da die Variablen den Typ der auf sie anwendbaren Funktionen bestimmen, ldsst sich
ableiten, ob an bestimmten Stellen des Terms +gx oder -y stehen muss. Daher kann
man die Indizes Sk oder Vk in der Regel fortlassen:

A-2)+ (1 y).

Mit Konventionen wie ,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung” kann man weiterhin
Klammern um die Skalar-Multiplikationen fortlassen. Auferdem wird der Mal-Punkt
héufig eliminiert:

AT+ py.

—  Relationale Aussagen: Als relationales Symbol liegt nur das Gleichheitszeichen = vor,
daher kommen nur Aussagen der Art

Fvic (vic (A, @), v (1, y)) = Ovie
in Frage, die selbstverstiandlich vertrauter als
Ax+py=0

geschrieben werden. Man beachte, dass die Konstante 0 auf der rechten Seite vom Typ
Vektor sein muss, da die linke Seite der Gleichung diesen Typ hat. Daher kénnen wir ein-
fach 0 statt Oyy schreiben.
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—  Aussagen: Die Vektorraum-Axiome sind eine endliche Menge von Aussagen, die fiir alle
Vektorrdume gefordert werden. In der formalen Sprache lautet eines der Assoziativge-

setze:
VU(S]kal;nVv?kalarvv[\)/nktor _— (D(S]kal;)r’ Vk (U§ka1m , v(V)(:kt,or))
— Skalar , Skalar Vektor
= vk ( sk (v6 >, U1 ), V0 ).

Unter der Benutzung obiger Konventionen wird hieraus:
VAVuYZ A - (p-x) = (- p) - 2.

Assoziativgesetze erlauben anschlieffend das Fortlassen weiterer Klammern, da sie gerade
die Unabhéngigkeit von Werten von der Klammersetzung zum Inhalt haben. Manchmal
deutet man die Typen der Variablen durch zuséitzliche mengentheoretische Formulie-
rungen an. Fiir einen K-Vektorraum V' schreibt man das Assoziativgesetz auch als:

VAeKVpueKVezeVA-(p-x)=\-p)- .
Bemerkung 4.3. In der Informatik besteht die stdndige Notwendigkeit, addquate Sprachen zu

definieren. In der verbreiteten BACKUS-NAUR-Form (BNF) ldsst sich die obige Sprache folgen-
dermafen beschreiben:

Variablen: Vo= vy neN,ses
Terme: T o= V| f(V,., V) feF
Relationale Aussagen: RA ::= T1=T5 | r(Th,...,Ty) reR
Aussagen: A = RA|-A[(AI1NA)|(A1VA)|

[(A1— Ag) | (A1 Ag)

Allerdings werden hier Details wie die Beachtung von Typen bei der Bildung von Termen und
Aussagen unterdriickt. Durch die BNF-Definition der formalen Sprache L7 wird die Ahnlichkeit
zu Programmiersprachen betont.

4.2 Semantik

Mit der Sprache L7 kann man Eigenschaften von o-Strukturen formulieren. Durch Interpreta-
tion der Elemente der Sprache in einer o-Struktur kann man iiberpriifen, ob die Struktur die
Eigenschaft erfiillt. Die Definition erfolgt rekursiv iiber den Aufbau der formalen Sprache.
Neben den Symbolen aus o benutzt die formale Sprache auch Variablen fiir Elemente der Tra-
germengen. Die Variablen werden interpretiert, indem sie mit Werten aus den Trégermengen
belegt werden.

Definition 4.4. Sei o= (S, F, R, K ,fct) eine Signatur mit zugehoriger Sprache L°. Sei

A= ((As)ses: ([ rers (r)rer, (b )rer)
eine o-Struktur. Die Interpretation von L7 in 2 wird schrittweise definiert:
—  FEine Belegung in 2 ist eine Funktion
B:{v; IneN,seS}— U As
seS

so dass fiir alle n € N und s € S gilt B(v;,) € As. Die Belegung interpretiert also Variablen
entsprechend threm Typ.
Es ist manchmal wichtig, den Wert einer Belegung 3 an einer Variablen v;,: zu einem
gegebenen a € As zu modifizieren. Definiere dazu eine modifizierte Belegung

Ié; Z,:{vﬁ [neN,seS}— U As

Un s€S
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durch

PR { B(v5). falls v v},

" a, falls v =5,
—  Ein o-Modell ist ein geordnetes Paar MM = (A, B) aus einer o-Struktur A und einer
Belegung (3 in 2. Fir die weiteren Definitionen sei ein Modell 9= (2, B) fiziert.

—  Fir eine Term t € T der Sprache L° definiere die Interpretation 9(t) im Modell M
durch Rekursion iber den Aufbau von t:

i. fiir eine Variable v, ist M(vy,) = B(vy);
i. fiir ein Konstantensymbol k € K ist M(k) = k*;

i, fir ein n-stelliges Funktionssymbol f € F und Terme ty,...,t,, € T ist
DM(f (1 ey ) = fAD(t1), o, M)

—  Fir eine Aussage ¢ € L7 definiere, dass 9 ein Modell von ¢ ist, M E ¢, durch Rekur-
sion tGber den Aufbau von p:

i. fir Terme t1,to € T setze
MEt =12 gdw. M(t1) =M(t2);
#. fir ein n-stelliges Relationssymbol r € R und Terme tq,...,t, €T setze
MET(tr, ., tn) gdw. T2ON(E1), e, T(E0));

1. ME - gdw. nicht ME p;

w. ME(eAY) gdw. ME @ und MEp;

v. ME(pVY) gdw. ME @ oder ME ;

vi. ME (@ — 1) gdw. ME ¢ impliziert ME ¢;

vit. ME (p— ) gdw. ME ¢ ist Aquivalent zu ME ;
vitt. MEYY;, ¢ gdw. fiir alle a € A, gilt Dﬁ%: (om, [5%) E;

. ME vy, ¢ gdw. es existiert ein a € A; mit qu%: (om, 5%) Ep.

Man sagt auch I erfiillt ¢ oder ¢ gilt in M fir ME p.

Bemerkung 4.5. Bei den Definitionen wird benutzt, dass Terme und Aussagen der Sprache
eindeutig lesbar sind, d.h. fir jeden Term gibt es genau eine Weise, wie er in konstituierende
Teilterme zerfallt; die Interpretation des Terms wird dann aus den Interpretationen dieser Teil-
terme zusammengesetzt. Entsprechendes gilt fiir Aussagen. Formale Sprachen sind so zu kon-
struieren, dass eindeutige Lesbarkeit gegeben ist. Programme und ihre Konstituenten sollen ein-
deutig lesbar sein, andernfalls géibe es Probleme mit der Determiniertheit von Ubersetzungen
und Programmausfithrungen.

Beispiel 4.6. Die Definition von Term-Interpretationen und Modell-Beziehung stimmen mit
dem bisherigen informellen Gebrauch iiberein. Dies liegt an den naheliegenden Definitionen fiir
aussagenlogische Verkniipfungen und dem natiirlichen Zusammenspiel der verschiedenen Defini-
tionen.

Es sei beispielsweise

ovr = (Vk, Sk; +sk, sk » vk » vk , Osk, Isk, Ovi, fet)
die Signatur der Vektorrdume und
V=(V,K;+x, x,+v,v,0k, 1k, 0y)

ein Vektorraum mit Skalarkorper IK. Dann ist
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BVEVAVZVYy A (z+y)=X-z+ Xy
gdw. TEVuE Vol 5oy ofk v (o8 K FvicoY ) = oK vic ol © v vfE vicoy

gdw. fiir allc a € Kgilt:
‘ZI ’:VU(\)kVUW 05 i (w8 ol ) =08 vicud vk v vt

gdw. fiir alle ae K gilt: fiir alle be V gilt:
a

Vk Sk Vk Sk Vk Sk Vk
B Vk EVoY K og® vy (08 K v vy ) = of v g K v vgF v vy
o5

gdw. fiir alle a € K gilt: fiir alle b€ V gilt: fiir alle c€ V gilt:
a b Sk

Vi Vk Vi Sk Vk
Vo S oYE Vk':vo Vi (V0" FVkvl ) =05 ViV +HVk V3 ViUl

gdw. fiir alle a € K gilt: fiir alle be V' gilt: fiir all(‘ ceV gilt:

a c sk Vi vk b vk Sk Vk
oS o7k ’UYk(L[) Vi (vo - Fvi v ) =T bk o \,k(vg oy E v ok v o) )

gdw. fiir alle a € K gilt: fiir alle b€ V gilt: fiir alle ce V gilt:
a b ¢ , sk a b ¢ , vk b ¢, vk
mﬁvvkvvk(”u ) v (T oK oy VR (8 +v D PG \k\”l )=

o A b Cc vk b c sk b ¢ e
=T oS VE Y v () v oSk Vk\”U ) v Vg oSk ok \k\vo )-v Vg oSk oWk \1\ o1c)

gdw. fiir alle @ € Kund alle b,ce€V gilt:
a-y (b+ve)=a-yvb+ya-yc.

4.3 Allgemeingiiltige Aussagen

Es gibt enge Zusammenhénge zwischen der syntaktischen Form von Aussagen und ihrer Giiltig-
keit in Modellen. Tatséchlich lassen sich Beweise vollkommen formal auf der Ebene der Syntax
fithren. Wir beginnen mit einfachen Uberlegungen:
Definition 4.7. Sei o eine Signatur und ¢ € L eine Aussage.
a) ¢ ist allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn jedes o-Modell ein Modell von ¢ ist;
b) ¢ ist erfiillbar, wenn es ein o-Modell von ¢ gibt.
Satz 4.8. Folgende Aussagen sind allgemeingiltig fir alle Terme t,t1,to, t3 € T und alle Aus-
sagen @, ¢, x € L°.
a) t=t
b) ti=ty —ta=t1
C) t1=toNto=t3—1t1 =13
d) o= (b= AY)
e) pANYp—pund pANp— ¢
)
9)
h)

p— oV undp— oV
(=)= ((¥=x) = ((¢V)—X))
(rp—=L)—¢

Beweis. Betrachte ein o-Modell It = (2, 3).

b) Angenommen M E ¢, =ty . Dann ist M(t1) = M(t2). Wegen der Symmetrie der Gleichheit ist
M(t2) = M(t1). Also ist M F to = ¢y . Danach gilt: M F ¢ = to impliziert M E 5, = ¢; , und
m':(h:tzﬂtgitl).

h) Angenommen MM F (= — —vp = vp). Angenommen I F —p. Dann ist M F —wvy = vg. Also ist
B(vg) # B(vo), Widerspruch. Danach ist 9t F —¢ nicht moglich, und wir erhalten M F .
Danach gilt: M E (~p — =g =) impliziert ME ¢, und ME ((~p — —vg=1v9) — ¥). O
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Man beachte, dass dieser Satz iiber die Allgemeingiiltigkeit von Aussagen nur die syntakti-
sche Gestalt der Aussagen betrachtet, unabhingig von der Bedeutung von ¢ oder ¢. Die bewie-
senen Allgemeingiiltigkeiten entsprechen auch Schritten in (detaillierten) Beweisen. Man kann
z.B. d) lesen als: wenn ¢ bewiesen ist und v bewiesen ist, dann kann man (¢ A1) beweisen. In
diesem Sinne entsprechen e)-h) den Beweismethoden durch Konjunktionselimination, Disjunk-
tion, Fallunterscheidung bzw. Widerspruch. Diese Beweismethoden erscheinen auch in den for-
malen Beweisen des nichsten Kapitels.



Kapitel 5
Aussagenlogische formale Beweise

In ausfiihrlichen Beweisen besitzen viele Beweisschritte einen formalen, rechnerischen Charakter.
Der Schritt von den Voraussetzungen ¢ und ¢ zu der Konjunktion ¢ A 4 ist vollkommen unab-
héngig von der Bedeutung oder dem Wahrheitswert von ¢ und ; die Schlussfolgerung ¢ A ¢
lasst sich durch syntaktisches Operieren mit den Zeichenreihen ¢ und v bilden. Dies motiviert
die Erwartung, dass ein vollkommen ausfiihrlicher Beweis aus einer Folge von Aussagen besteht,
die sich jeweils aus fritheren Aussagen mit Hilfe syntaktischer Rechenoperationen ergeben.

Wir wollen dieses fiir den aussagenlogischen Teil unserer Logik demonstrieren. Wir definieren
formale Beweise als Texte bestimmter Gestalt. Die Struktur eines korrekten Beweises ist so ein-
fach, dass sie automatisch auf Richtigkeit gepriift werden kann (proof checking). Wir benutzen
den Proofchecker Naproche, um Beweise zu tiberpriifen.

Wir betrachten ein Beispiel, in dem die Tautologie (= allgemeingiiltige Aussage) ¢ A (¢ —
) — 1 (modus ponens) bewiesen wird:

Satz. o A (p— 1) — 1.
Beweis. Sei o A (p— ). o. p— 1. . Also o A (@ — ) — .
Qed.

Dieser Beweis besteht aus einer Abfolge von Aussagen, die durch die Schliisselworter (Key-
words) ,Satz‘, ,Beweis", ,Sei“, ,Also®, ,Qed* strukturiert wird. In dem eigentlichen Argument
werden Aussagen aus fritheren Aussagen nach bestimmten Regeln generiert. Z.B. ergeben sich
die Aussagen ¢ und ¢ A ¢ durch Elimination der Konjunktion A aus der Aussage ¢ A (¢ — ).

Der Beweis enthélt weiterhin einen Rahmen (frame)

Sei o A=), p. o— 1. Y. Also pA(p— 1) — 1.

Die erste Aussage @ A (¢ — v) nach Offnen des Rahmens durch ,Sei ist die Annahme des
Rahmens; die weiteren Aussagen ergeben sich aus dieser Annahme (und eventuellen friitheren
Aussagen im Beweis) auf Grund der Ableitungsregeln. Nach Schliefen des Rahmens durch das
Schlisselwort ,,Also* kann aus diesem Rahmen die Implikation

A (=)=
geschlossen werden. Allgemeiner gilt: aus dem Rahmen
Sei ¢1. 2. ... @p. Also
kann auf
Y1 Pr
geschlossen werden. Diese Methode der — -FEinfiihrung ist in Beweisen sehr verbreitet.
Dariiber hinaus kénnen weitere Regeln zur Gewinnung von Aussagen angewendet werden,

mit denen aussagenlogische Verkniipfungen eingefiihrt oder eliminiert werden. In dem Beispiel
wurde aus den Aussagen ¢ und ¢ — 1 auf ¢ geschlossen. Diese Regel notieren wir als

p o=
¥

33
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5.1 Formale Beweise mit A, — und <

In einem formalen Beweis wird aus den lokal zur Verfiigung stehenden Voraussetzungen mit
Hilfe von Schlussregeln die nichste Zeile gebildet. Wir diskutieren verschiedene Schlussregeln
und entsprechend gebildete Beweise.

Schlussregeln werden allgemein in der Form

X1 X2 .o X7
¥
notiert: aus den Voraussetzungen xi, x2,..., Xr kann auf 1 geschlossen werden. Dieses Schlieften

ist im Prinzip rein formal. Wir werden Regeln betrachten, die dem iiblichen logischen Schliefsen
entsprechen. Die Regeln fithren logische Symbole in Aussagen ein, oder sie eliminieren Symbole.
Wir betrachten zundchst Regeln, die die aussagenlogischen Symbole A und — betreffen.

N -Regeln:
A-Einfihrung: AT £ v
& [CXD)
A-Elimination: A E w
A-Elimination: A E (99;\7}’/))

— -Regeln:

— -Elimination: — E w

— -Regel:

Die Aussage (¢ < ) wird als Abkiirzung fiir ((¢ — ) A (¢ — ¢)) benutzt. Damit wird «
durch die Regeln fir A und — erfasst.

Wir benutzen diese Regeln in den folgenden Beweisen von Tautologien.
Satz. @ — (Y — ).
Beweis.
Sei .
Sei 7).

©.
Also ) — .
Also p— (v — ).
Qed.
Dieser Text wird vom System Naproche akzeptiert und es erfolgt die Ausgabe: ,,The proof is
accepted! Wir betrachten weitere Beispiele.

Satz. ¢ — (¥ — (pAY)).
Beweis.
Sei .
Sei 1.
pAY.
Also ¥ — (p AY).
Also p— (¢ — (p A D).
Qed.
Der Beweispriifer findet selbststédndig die jeweils benutzten Regeln. Er enthélt somit eine

kleine Komponente automatischen Beweisens. Wir wollen das Beispiel noch um die benutzten
Regeln ergénzen:

Satz. ¢ — (Y— (¢ AY)).
Beweis.



5.2 BEWEISREGELN FUR V UND — 35

Sei ¢. Einfiihrung einer Annahme

Sei @. Einfihrung einer Annahme

@ A, A-Einfiihrung

Also ¥ — (¢ A). —-Einfiihrung

Also p— (Y — (¢ AY)). — -Einfihrung
Qed.

Man beachte, dass mit der — -Einfiihrung auch jeweils eine zuvor eingefithrte Annahme
abgeschlossen wird. Um die Regelbenutzung noch genauer zu kennzeichnen, wire anzugeben, auf
welche Vorgéngerzeilen sich die jeweilige Regel bezieht:

0~ U W

- Satz. p— (B (P A V).

. Beweis.

. Sei ¢. FEinfiihrung einer Annahme

. Sei . Einfiihrung einer Annahme

. ¢ A, A-Einfihrung mit 3,4

. Also Y — (¢ AY). —-Einfiihrung mit 4

. Also ¢ — (v — (¢ AY)). — -Einfihrung mit 3
. Qed.

Wir fiihren noch ein paar Beispiele zu A, —, < aus:

Satz. o Ap— YA .
Beweis.

Sei p A .

.

.

YA Q.

Also p Ap— 1 A .
Qed.

Satz. @ A p p.
Beweis.

Sei p A p.

®.
Also p A p— .
Sei .

©Ap.

Also p— A p.
NP p.

Qed.

5.2 Beweisregeln fiir V und —

Wir fithren Regeln fiir die iibrigen aussagenlogischen Verkniipfungen ein. Wir benutzen entspre-
chend der in Naproche implementierten Logik die zusétzliche Aussagenkonstante L (Bottom)
fir ,,falsch”. Die Konstante L kann auch mit ,Widerspruch“ bezeichnet werden.

V -Regeln:
V -Einfiihrung: VI bd
(pV )
e ¥
V -Einfiihrung: VI
(eVe)

Fallunterscheidung (v -Elimination): V E (eVY) (p—x) (W—x)
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—-Regeln:

L -Einfithrung: 17 ¥ ;50
(cp— 1)

1 -Eliminiation, Widerspruchsregel: Wid

1. Ein formaler Beweis der Tautologie ¢ V 1 < (¢ — 1) unter Benutzung von Hilfssétzen
(Lemmas).

Lemma. —p— (¢ — ).
Beweis.

Sei —p.

Sei .

Widerspruch.

.

Also ¢ — 1.

Also ~p— (p— ).
Qed.

Lemma. ¢ — (¢ — ).
Beweis.

Sei ).

Sei .

.

Also ¢ — 1.

Also 15— (p— ).
Qed.

Wir verkniipfen diese Lemmas durch Fallunterscheidung:

Lemma. —pV 1 — (p— ).
Beweis. Sei mp V1. o — 1. Also mpVip— (¢— ). Qed.

Lemma. (p— 1) ——p V.
Beweis. Sei ¢ — 1.
Angenommen — (- V 1).
Angenommen —.

-V 1. Widerspruch.

Also ~p— L.

®.

.
= V 1. Widerspruch.
Also =(—p V) — L.
V.

Also (p— 1) = -V .
Qed.

Satz. V1< (p— ). Beweis. Qed.

5.3 Beweisansitze

Die Methoden fiir das formale Beweisen liefern auch Ansétze fiir das gewohnliche Beweisen. Um
eine Aussage bestimmter Gestalt zu beweisen, erlauben die formalen Regeln, die die Beweisauf-
gabe in , kleinere” Beweisaufgaben zerlegen.

— um eine Konjunktion ¢ A1) zu beweisen, kann man Beweise von ¢ und von 1 fiihren.

— um eine Implikation ¢ — 1 zu beweisen, kann man ¢ annehmen und v unter dieser
(zusétzlichen) Annahme beweisen.
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— um eine Disjunktion ¢ V 1) zu beweisen, kann man ¢ oder 1) beweisen.

— um eine Aussage ¢ zu beweisen, kann man einen Widerspruchsbeweis fiithren, bei dem —¢
angenommen wird und daraus ein Widerspruch hergeleitet wird.

— um eine Aussage x zu beweisen kann man mit einer Fallunterscheidung vorgehen: man
zeigt Implikation @1 — X, ..., ¢;m — X und eine Disjunktion @1 V...V @p,.

— eine einfache Form der Fallunterscheidung ist die Situation ¢1 = ¢ und @2 = —p: es
geniigt, die Implikationen ¢ — x und —¢ — x zu zeigen.

Regeln dieser Art liefern einen ersten Anhaltspunkt fiir das Vorgehen (im aussagenlogischen
Fall). Grundsétzlich aber ist Finden von Beweisen von hoher Komplexitit (Rechenzeit), es gibt
beweisbare Aussagen, deren Beweis nicht durch einfache Regeln gefunden werden kann. Bei-
spielsweise gibt es unendlich viele Moglichkeiten, wie bei einem Beweis durch Fallunterscheidung
die Fallunterscheidung ¢ /¢ gewihlt werden kann.






Kapitel 6

Quantorenlogische formale Beweise

6.1 All-Aussagen

Wir beginnen mit allgemeinen Uberlegungen zum Beweis von Quantoren-Aussagen. Eine All-
Aussage V¢ kann fiir unendliche Strukturen nicht dadurch bewiesen werden, dass man ¢ fiir
unendlich viele Elemente einzeln iiberpriift. Das Vorgehen besteht vielmehr darin, ein ,,allge-
meines” Element der Struktur zu betrachten und ¢ hierfiir nachzuweisen.

Moéchte man z.B. fiir Vektorrdume zeigen, dass

Ve —z=(—-1)-2

ist, so betracht man einen ,,beliebigen” Vektor y und weist fiir diesen nach, dass —y=(—1)-y.
Dass y beliebig ist, bedeutet, dass die Variable y zu Anfang dieses Argumentes nicht frei in den
gerade giiltigen Voraussetzungen vorkommt.

[Sei ye V.

—y=(-1)-y.

Alsol yeV——y=(-1)-y
Ve(zeV— —z=(—1)-2)
VeeV—z=(-1) 2.

Dies ist eine Beweismethode, die wir folgendermafen in die formalen Beweise aufnehmen:
Beim Schliefen eines Rahmens wird eine All-Aussage zu den lokalen Voraussetzungen hinzuge-
fugt.

Auf diese Art konnen in einen Beweis V-Aussagen eingefithrt werden. Fiir die Elimination
des Allquantors gibt es die folgende Regel:

V-Regeln:
V-Einfiihrung: VI Vf(y()r) , wenn y nicht frei in den lokalen
rel Voraussetzungen vorkommt
V-Elimination: VE Vo o(x)
o(t)

Das wird in Naproche wie im folgenden Beispiel umgesetzt:
Satz. VaVyR(z,y) — VyVeR(z,y).
Beweis. Sei VaVyR(z,y).
Sei T. Sei T.
VyR(z,y).

39
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R(z,y).

Also Yz R(z, y).

Also VyVz R(z, y).

Also VaVyR(z,y) — VyVz R(z, y).
Qed.

Durch ,Sei T wird ein Rahmen gedfinet, in dem etwas iiber eine gegenwirtig nicht freie
Variable gezeigt wird. Nach Schliefen des Rahmens hat man eine allgemeine Aussage tiber diese
Variable.

Es gibt noch viele andere Moglichkeiten, All-Aussagen zu beweisen. Z.B. beweist man mit
dem Prinzip der vollstdndigen Induktion All-Aussagen iiber natiirliche Zahlen n, indem man den
Induktionsanfang fiir n =0 beweist und zeigt, dass die Eigenschaft an der Stelle n + 1 gilt, wenn
sie an der Stelle n gilt:

R(0) AVn(R(n) — R(n+1)) —» VnR(n).

6.2 Existenzaussagen

Eine Existenzaussage 3zp(x) kann man beweisen, indem man ¢(t) fiir einen konkreten Term ¢
nachweist. Hierdurch wird ein Existenzquantor in das Argument eingefiithrt. Dual hierzu gibt es
eine Regel zur Elimination von Existenzquantoren.

3-Regeln:
i g o(t)
F-Einfithrung 37 To ()
F-Elimination: 3F w

(]

Bei der 3-Elimination ist als Nebenbedingung zu fordern, dass die Variable y ,,frei” gewéhlt ist:
y ist nicht frei in den Voraussetzungen, die zum Zeitpunkt der Einfithrung von ¢(y) aktiv sind;
auferdem kommt y nicht frei in ¢ vor. Dies wird deutlicher in dem formalen Beweis

i 2 Kommentar

0:

i Ew o(z)

J: [:Sei o(y) ,:,Wéihle y mit der Eigenschaft ¢”
By :

k+1: Also]¢p  3-Elimination mit i,j und k

Naproche-Beispiel zur Umbenennung von Variablen:

Satz. 3z R(z) — JyR(y).
Beweis. Sei 3z R(x).

Sei R(x).

JyR(y).

Also 3yR(y).

Also 3z R(z) — JyR(y).
Qed.

Noch ein Beispiel:
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6.3

Satz. IxVyR(z,y) —VyIzR(z, y).
Beweis. Sei zVyR(z,y).

Sei VyR(z,y).

Sei T.

R(z,y).

Iz R(z, y).

Also Yy3z R(z, y).

Also Yy3z R(z, y).

Also zVyR(z,y) — VyIz R(z, y).
Qed.

Mathematische Texte in Naproche

Ein Naproche-Text ist eine endliche Folge von Zeilen, so dass:

e jede Zeile ist von der Gestalt . oder ,,Sei ¢.“ oder ,Also ¢.%

o Sei“ 6ffnet ein lokales Argument;

e Also* schlieft ein lokales Argument und zieht eine logische Konsequenz aus dem lokalen
Argument;

e 7zu jedem ,Also” gehdrt genau ein vorangehendes ,Sei;

e zu jeder Zeile gehoren lokale Voraussetzungen, aus denen die Zeile folgen soll; . oder
Sei . vergrofert die lokalen Voraussetzungen um ¢, ,Also 9. entfernt die Aussagen des
gerade abgeschlossenen Rahmens aus den lokalen Voraussetzungen und fiigt ¢ hinzu.

Beispiel:

Text Lokale Voraussetzungen

Sei JzVyR(x, y). {}

Sei VyR(z, y). {FzvyR(z,y)}

Sei T. {3zVyR(z,y),VyR(z,y)}

R(z,y). {3xVyR(z,y),VyR(z,y), T}

3o R(z, y). {3aVyR(z,y),YyR(z,y), T, R(z,y)}
Also Yy3z R(z,y). {3zVyR(z,y),VyR(z,y)}

Also Yy3z R(z, y). {3zVyR(z,y)

Also 3zVyR(z,y) — VyIz R(z, y). {}

Ein Naproche-Text ist ein korrekter Beweis, wenn

6.4

in jeder Beweiszeile der Gestalt ,,0.“ ¢ mit Hilfe der Ableitungsregeln aus den lokalen
Voraussetzungen folgt;

jede Beweiszeile der Gestalt ,Also ¢.“ von der Gestalt ¢ =1 — x ist, wobei 1 und x erste
und letzte Zeile des gerade geschlossenen Rahmens sind.

die letzte Zeile ist bewiesen, wenn die lokalen Voraussetzungen der letzten Zeile ={} sind.

Der Godelsche Vollstiandigkeitssatz

Wir stellen die eingefithrten Regeln formalen Beweisens noch einmal zusammen.Wir stellen die
eingefiithrten Regeln formalen Beweisens noch einmal zusammen.
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Definition 6.1. Die Regeln des natiirlichen Schliefiens sind:

A -Regeln:
o e Y
A -Einfihrung: AT
(pn)
A -Elimination: ANE (e 2 ¥)
5 A
A -Elimination: NE w
— -Regeln:

© (p—1)
~E =

Die — -Einfiihrung erfolgt iber das Schlieffen von Rahmen.

— -Elimination:

V -Regeln:
V -Einfihrung: VI (¢ i )
V -Einfiihrung: vi (¢ i//) )
(pVe) (p—=x) (¥—x)

Fallunterscheidung (V -Elimination): V E

Konstanten-Regeln:
T-Einfihrung: TI1 -
L -Einfihrung: 1T b 4

1
L -Elimination: LE %
—-Regel:
Widerspruchsregel: Wid ("2—1)

V-Regeln:

S pnfilrung: 31 Vfg(oz&,) y nicht frei in lokalen

Voraussetzungen
V-Elimination: VE Vrp(z)
o(t)

3-Regeln:

g o(t)
3-Einfihrung 31 To ()

3-Elimination: IE w

y nicht frei in lokalen

Voraussetzungen und 1

Definition 6.2. FEine Aussage ¢ ist formal beweisbar, wenn es eine formalen Beweis im
Sinne der Definition 6.1 mit den Regeln des natirlichen Schlieffens gibt.

Wir haben exemplarisch gesehen, dass sich die iiblichen mathematischen Argumentationen
auf diese Regeln zuriickfiihren lassen. Erstaunlicherweise kann man das auch mathematisch
beweisen:

Satz 6.3. (Godelscher Vollstindigkeitssatz). Eine Aussage ¢ ist genau dann allgemein-
gliltig, wenn sie formal beweisbar ist.
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Bemerkung 6.4. Der GODELsche Vollstéindigkeitssatz ist der Hauptsatz der mathematischen
Logik. Er verbindet auf bestmogliche Weise Semantik und Syntax formaler Sprachen. Dass jede
formal beweisbare Aussage allgemeingiiltig ist, entspricht der Korrektheit der angegebenen for-
malen Beweismethode. Selbstverstdndlich nimmt man nur solche Schlussregeln auf, die korrekt
sind.

Dass umgekehrt jede allgemeingiiltige Aussage formal bewiesen werden kann, ist schwieriger
zu zeigen und ist das eigentliche GODELsche Theorem.

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz hat iiber die mathematische Logik hinaus viele Folge-
rungen, die auf der Verbindung natirliche Sprache - formale Sprache - formale Semantik - allge-
meine Semantik beruhen. Wir erwéhnen einige Bereiche.

Bemerkung 6.5. Der Vollstindigkeitssatz liefert ein absolutes Korrektheitskriterium fiir
Beweise. Ein mathematischer Beweis ist genau dann korrekt, wenn er (im Prinzip) in einen for-
malen Beweis umgeschrieben werden kann. Obwohl man fiir gewohnlich informell argumentiert,
kann man in Zweifelsfallen Argumente soweit formalisieren und in kleinste Zwischenschritte
unterteilen, dass sie rein formal und auch von einem Computer iiberpriift werden kénnen.

Bemerkung 6.6. Der Erfolg der formalen Methode in der Mathematik regt auch andere
Bereiche an, ihre Aussagen und Erkenntnismethoden nach Moglichkeit zu formalisieren. Dies
geht einher mit der Erfassung der Welt als Daten, die mit Algorithmen verarbeitet werden.

Bemerkung 6.7. Automatische Beweisen. Im Prinzip konnen alle allgemeingiiltigen Aussagen
@ automatisch bewiesen werden: zdhle alle Texte auf und iiberpriife, ob sie ein formaler Beweis
von ¢ sind. Nach dem GODELschen Vollstindigkeitssatz hat ¢ einen formalen Beweis, der durch
dieses Vorgehen schlieflich gefunden wird. Allerdings ist dieses Vorgehen aus Komplexitits-
grinden im Allgemeinen praktisch nicht realisierbar. Fiir eingeschréankte Bereiche gibt es inzwi-
schen automatische Beweiser.

Bemerkung 6.8. Logisches Programmieren. Ein Spezialfall des automatischen Beweisens ist
das Logische Programmieren (Prolog). Programme bestehen aus Quantorenlogischen Aussagen
(beschriankter Komplexitit), die Ausfilhrung des Programms besteht in der systematischen
Anwendung von Schlussregeln auf das Programm.

Bemerkung 6.9. Kiinstliche Intelligenz. Ein erster Ansatz zur Realisierung von kiinstlicher
Intelligenz bestand in der Formulierung von Umwelttatsachen und Fragen in der formalen Logik.
Mit den Methoden des automatischen Beweisens wurde dann nach einem Beweis der Frage oder
ihrer Negation gesucht. Diese Ansétze haben sich wegen der erwihnten Komplexititsprobleme
als unrealistisch herausgestellt.

Bemerkung 6.10. Hoare Logik. Angeregt von dem Erfolg der Quantorenlogik wurden ange-
passte Logiken fiir viele Bereiche entwickelt. Von besonderer Wichtigkeit fiir die Informatik sind
Logiken, mit denen sich die Semantik von Algorithmen beschreiben lésst. Im Gegensatz zu den
Strukturen der Quantorenlogik sind Algorithmen dynamisch, jede Anweisung hat einen Zustand
vor der Ausfithrung und einen (verénderten) Zustand nach der Ausfiihrung. Die HOARE-Logik
beschreibt solche Ubergiinge, und sie besitzt Schlussregeln, mit denen man die Korrektheit von
Programmen beweisen kann.

Bemerkung 6.11. Gddelscher Unvollstindigkeitssatz. Der Vollstandigkeitssatz darf nicht mit
dem Unvollstiandigkeitssatz verwechselt werden, der mehr 6ffentliche Aufmerksamkeit findet.

Die mathematische Logik hat trotz der (prinzipiellen) Universalitit ihrer Methode auch ihre
Grenzen studiert. In geniigend starken Theorien lasst sich sich das bekannte Ligner-Paradoxon
(,;alle Kreter sind Liigner”) des EPIMENIDES nachbilden, das der umgangssprachlichen Aus-
sage ,,dieser Satz ist falsch” entspricht. Man kann diesem Liigner-Satz keinen Wahrheitswert
geben, sein Wahrheitswert ist nicht entscheidbar. Ahnlich kann man einen zahlentheoretischen
Satz angeben, der mit den PEANOschen Axiomen der Zahlentheorie nicht entschieden werden
kann. Dies ist ist der Inhalt des (ersten) GODELschen Unvollstdndigkeitssatzes.

Der Unvollstandigkeitssatz steht in enger Beziehung zum Halteproblem der Rekursionstheorie
und theoretischen Informatik.






Kapitel 7

Logisches Programmieren und formale
Beweise

7.1 Prolog

Aussagenlogische Ausdriicke sind Teil jeder Programmiersprache, in der das Vorliegen von
logisch verkniipften Bedingungen iiber den weiteren Verlauf eines Prozesses entscheidet.

Auch Quantorenlogik wird im Rahmen des logischen Programmierens als Programmier-
sprache verwendet. Wir betrachten im folgenden die Sprache Prolog. Diese Sprache eignet sich
besonders gut zur Sprachverarbeitung und wird vor allem in der Linguistik eingesetzt. Wir
betrachten Beispiele aus dem Umfeld des Prolog-Programms Naproche.

Das folgende Programm defininiert Terme, die aus den Variablen z, y und den einstelligen
Funktionssymbolen f, g gebildet werden konnen:

variable(x).

variable(y).

funktionssymbol(f).

funktionssymbol(g) .

term(T) :- variable(T).

term([F,T]) :- funktionssymbol(F), term(T).

Wir wollen dieses Programm aus Sicht der Quantorenlogik diskutieren:

— x,y,f,g sind Konstanten (Kleinschreibung), iiber die bestimmte atomare Aussagen
gemacht werden; es seien c,, ¢y, cs, g entsprechende Konstantensymbole der Quantoren-
logik.

— variable, funktionssymbol, term sind Relationssymbole (Kleinschreibung).

— Die ersten vier Programmzeilen sind atomare Aussagen, wie wir sie bisher durch R(c)
bezeichnet haben.

— Die fiinfte Zeile ist eine implikative Allaussage, die dquivalent ist zu
V¢ (Variable(t) — Term(t))

Variable wie F,T werden durch Grofschreibung gekennzeichnet. Die Implikation « wird
durch :- notiert. Quantoren werden nicht explizit angegeben, alle freien Variablen
werden als universell quantifiziert verstanden.

— Die sechste Zeile ist ebenfalls eine Implikation, mit zwei Voraussetzungen, die durch Kon-
junktion (,) verbunden sind:

vV fVt(Funktionssymbol( f) A Term(¢) — Term([f,]))

— die Zeilen eines Prolog-Programms werden als Klauseln bezeichnet;

— In Prolog sind Listenoperationen fest implementiert. Listen werden explizit als [f,x]
oder [F,T] angegeben. Es stehen noch weitere Listenoperationen zur Verfiigung.

Damit entspricht das Programm folgender Menge ® von Aussagen der Quantorenlogik:
Variable(c,)

45
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Variable(c,)

Funktionssymbol(cy)

Funktionssymbol(cg)

Vt (Variable(t) — Term(t))

V fVt(Funktionssymbol( f) A Term(t) — Term([f, ]))

Eine geschachtelte Liste ist ein ,,Term®, wenn dies aus der Aussagenmenge ® folgt.

Nach dem Laden des Prolog-Programms kann man ,Fragen® stellen, etwa ob [f, [g,x]] ein
Term ist. Das Prolog-System sucht dann systematisch nach einem Beweis fiir die Term-Eigen-
schaft und gibt entsprechend Yes oder No aus. Das Suchen geschieht durch das Anpassen der
Eingabe an Zeilen des Programms. Hierdurch werden neue Fragen generiert:

Welcome to SWI-Prolog (Multi-threaded, Version 5.4.4)

Copyright (c) 1990-2003 University of Amsterdam.

SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free software,
and you are welcome to redistribute it under certain conditions.
Please visit http://www.swi-prolog.org for details.

For help, use 7- help(Topic). or 7- apropos(Word).
?- % /tmp/prolcomp11301sER.pl compiled 0.01 sec, 1,052 bytes

Yes
?- term([f, [g,x]11).

Yes
?- trace.

Yes

[trace] 7?- term([f,[g,x]11).
Call: (7) term([f, [g, x]]) ?
Call: (8) variable([f, [g, x]11) 7
Fail: (8) variable([f, [g, x]1) ?
Redo: (7) term([f, [g, x]]) 7
Call: (8) funktionssymbol(f) 7
Exit: (8) funktionssymbol(f) ?
Call: (8) term([g, x]) ?
Call: (9) variable([g, x]) ?
Fail: (9) variable([g, x1) 7
Redo: (8) term([g, x1) 7
Call: (9) funktionssymbol(g) 7
Exit: (9) funktionssymbol(g) ?
Call: (9) term(x) 7
Call: (10) variable(x) ?
Exit: (10) variable(x) ?
Exit: (9) term(x) ?
Exit: (8) term([g, x]) ?
Exit: (7) term([f, [g, x11) 7

Yes
[debug] 7-

In der trace sieht man, wie die Anfangsfrage term([f, [g,x]])? mit den Klauseln des Pro-
grams verglichen wird, und dass eventuell neue Fragen wie term([g,x])? generiert werden, die
dann ebenso behandelt werden. Eine Frage wird (rekursiv) positiv beantwortet, wenn es eine
Klausel gibt, so dass alle dadurch entstehenden Unterfragen positiv beantwortet werden kénnen.
Das Durchsuchen geschieht entlang der Reihenfolge der Klauseln im Programm.
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7.2 Ein Beweispriifer in Prolog

Der Beweispriifer Naproche ist in Prolog geschrieben. Wir beschreiben hier einen sehr kleinen
Beweispriifer fiir eine aussagenlogische Sprache, der das Grundprinzip des Priifalgorithmus
andeutet. Auferdem wird die ,sei“-,also‘-Konstruktion noch einmal illustriert. Das Pradikat
beweis(Text,Hyp) ist wahr, wenn Text unter Voraussetzung der Hypothesen Hyp ein korrekter
Beweistext ist. In der Klausel

beweis ([Phi|Rest] ,Hyp) :-
member (Psi,Hyp), member([Psi,impliziert,Phi],Hyp),
beweis(Rest, [Phi [Hypl) .

wird eine mogliche Bedingung fiir die Korrektheit eines Textes [Phi|Rest] definiert, wobei Phi
das erste Element und Rest die Liste der iibrigen Elemente des Textes ist. Die Klausel ent-
spricht der modus ponens Regel. Mit Hilfe des Prolog-Pridikats member wird abgefragt, ob Aus-
sagen Psi und [Psi,then,Phi] unter den Hypothesen vorkommen. In diesem Fall ist Phi
gerechtfertigt und kann fiir den Rest des Beweises zu den Hypothesen hinzugefiigt werden:
[Phi |Hyp]. [Phil|Rest] ist also korrekt, wenn Phi durch modus ponens gerechtfertigt ist, und
wenn der Rest Rest unter den erweiterten Hypothesen [PhilHyp] korrekt ist.

Man beachte, dass bei dieser Schlussregel nach der Eristenz eines geeigneten Phi gefragt
wird. In quantorenlogischer Schreibweise:

VeVRVH (3¢ (¢ € HA (Y — @) € H ANBeweis(R, H  ¢)) — Beweis(¢ "R, H)).

beweis ([],Hyp) .
beweis([[sei,Phi] |Rest] ,Hyp) :- beweis(Rest, [sei,Phil|Hyp]).
beweis ([Phi|Rest],Hyp) :- member(Phi,Hyp), beweis(Rest, [Phi|Hypl).
beweis ([Phi|Rest] ,Hyp) :-
member (Psi,Hyp), member([Psi,impliziert,Phi],Hyp),
beweis(Rest, [Phi|Hypl).
beweis([Phi|Rest] ,Hyp) :-
member ([[Phi,impliziert,falsum],impliziert,falsum],Hyp),
beweis(Rest, [Phi [Hypl) .
beweis([[also, [Psi,impliziert,Phi]] |Rest], [Phi|Hypl) :-
rpop (Hyp,Psi,H1) ,beweis (Rest, [[Psi,impliziert,Phi] [H1]).

rpop([sei,Psil|H],Psi,H1).
rpop([PsilH1],X,Y) :- rpop(H1,X,Y).

Prolog-Programme kénnen durch Text nach %-Zeichen kommentiert werden. Wir kommen-
tieren das Programm fiir beweis:

beweis([],Hyp) .
%% Der leere Text ist immer ein Beweis.
beweis ([[sei,Phi] |Rest],Hyp) :- beweis(Rest, [sei,Phil|Hyp]).
%% Eine sei-Annahme kann immer gemacht werden; die mit ‘sei’’
%% eingefiihrte Annahme wird den Hypothesen hinzugefiigt.
beweis ([Phi|Rest] ,Hyp) :- member (Phi,Hyp), beweis(Rest, [Phi|Hyp]).
%% Ein in den Hypothesen vorkommende Aussage kann wiederholt werden.
beweis ([Phi|Rest] ,Hyp) :-
member (Psi,Hyp), member([Psi,then,Phi],Hyp),
beweis(Rest, [Phi|Hypl).
%% Siehe oben.
beweis ([Phi|Rest] ,Hyp) :-
member ([ [Phi,impliziert,falsum],impliziert,falsum],Hyp),
beweis(Rest, [Phi|Hypl).
%% Diese Regel entspricht der Elimination einer doppelten
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%% Negation: von ((Phi -> falsum) -> falsum)

%% kann auf Phi geschlossen werden

beweis([[also, [Psi,impliziert,Phi]] |Rest], [Phi|Hypl) :-
rpop(Hyp,Psi,H1), beweis(Rest, [[Psi,impliziert,Phi]|H1]).

%% ¢‘also’’ signalisiert das Schliessen eines lokalen Arguments.

%% Danach ist die durch das lokale Argument gezeigte Implikation

%% bewiesen und kann als neue lokale Voraussetzung benutzt werden.

%% Das Praedikat rpop ‘‘popt’’ den Stack der Hypothesen bis

%% zum vorangehenden ‘‘sei’’ und gibt dann die dazugehoerige

%% Annahme und die damaligen lokalen Voraussetzungen aus.

¢

rpop([sei,Psil|H1],Psi,H1).
rpop ([Psi|H1],X,Y) :- rpop(H1,X,Y).

Als Beispiel demonstrieren wir einen Beweis der Tautologie ¢ — ¢:

Welcome to SWI-Prolog (Multi-threaded, Version 5.4.4)

Copyright (c) 1990-2003 University of Amsterdam.

SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free software,
and you are welcome to redistribute it under certain conditionms.
Please visit http://www.swi-prolog.org for details.

For help, use ?7- help(Topic). or 7- apropos(Word).

Yes

?- beweis([

| [sei,phil,

| phi,

| [also,phi,impliziert,phill,

| .

No

?- beweis([

| [sei,phil,

| phi,

| [also, [phi,impliziert,phill],
| .

Yes

?7- trace.

Yes

[trace] 7- beweis([

| [sei,phil,

| phi,

| [also, [phi,impliziert,phill],
| .

Call: (7) beweis([[sei, phil, phi, [also, [phi, impliziert, philll, [1) 7

Call: (8) beweis([phi, [also, [phi, impliziert, philll, [sei, phil) ?

Call: (9) lists:member(phi, [sei, phil) ?

Exit: (9) lists:member(phi, [sei, phil) ?

Call: (9) beweis([[also, [phi, impliziert, philll, [phi, sei, phil) ?

Call: (10) lists:member([also, [phi, impliziert, phill, [phi, sei, phil) ?

Fail: (10) lists:member([also, [phi, impliziert, phill, [phi, sei, phil) ?

Redo: (9) beweis([[also, [phi, impliziert, philll, [phi, sei, phil) ?

Call: (10) lists:member(_L285, [phi, sei, phil) ?

Exit: (10) lists:member(phi, [phi, sei, phil) ?

Call: (10) lists:member([phi, impliziert, [also, [phi, impliziertl|...]]], [phi, sei, phil) ?
Fail: (10) lists:member([phi, impliziert, [also, [phi, impliziert|...]]], [phi, sei, phil) ?
Redo: (10) lists:member(_L285, [phi, sei, phil) ?

Exit: (10) lists:member(sei, [phi, sei, phil) ?

Call: (10) lists:member([sei, impliziert, [also, [phi, impliziert|...]1], [phi, sei, phil) ?
Fail: (10) lists:member([sei, impliziert, [also, [phi, impliziert|...]]], [phi, sei, phil) ?
Redo: (10) lists:member(_L285, [phi, sei, phil) ?

Exit: (10) lists:member(phi, [phi, sei, phi]) ?

Call: (10) lists:member([phi, impliziert, [also, [phi, impliziert|...]]], [phi, sei, phil) ?
Fail: (10) lists:member ([phi, impliziert, [also, [phi, impliziertl|...]]], [phi, sei, phil) ?
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Redo: (10) lists:member(_L285, [phi, sei, phi]) ?

Fail: (10) lists:member(_L285, [phi, sei, phi]) ?

Redo: (9) beweis([[also, [phi, impliziert, phi]]], [phi, sei, phil) ?

Call: (10) lists:member([[[also, [phi, impliziert, phil], impliziert, falsum], impliziert,
falsum], [phi, sei, phil) ?

Fail: (10) lists:member([[[also, [phi, impliziert, phil], impliziert, falsum], impliziert,
falsum], [phi, sei, phi]) ?

Redo: (9) beweis([[also, [phi, impliziert, philll, [phi, sei, phil) ?

Call: (10) rpop([sei, phil, phi, _L287) 7

Exit: (10) rpop([sei, phil, phi, []) ?

Call: (10) beweis([], [[phi, impliziert, phill]) ?

Exit: (10) beweis([], [[phi, impliziert, phill) ?

Exit: (9) beweis([[also, [phi, impliziert, phi]]], [phi, sei, phil) ?

Exit: (8) beweis([phi, [also, [phi, impliziert, philll, [sei, phil) ?

Exit: (7) beweis([[sei, phi], phi, [also, [phi, impliziert, philll, []) ?

Yes
[debug] ?-

7.3 Der Beweispriifer Naproche

Ein formaler Beweistext ist ein korrekter Beweis, wenn er bestimmte syntaktische Kriterien
erfiillt. Diese Kriterien konnen mit symbolverarbeitenden Programmen automatisch tiberpriift
werden.

Das Programm Naproche.pl iiberpriift aussagenlogische Beweise im Sinne der in der Vorle-
sung eingefithrten formalen Sprache und Beweisregeln. Als aussagenlogische Variablen stehen
alle kleinen griechischen Buchstaben zur Verfiigung. Der korrekte Beweis aus der Vorlesung

Satz. 3z R(z) — JyR(y).
Beweis. Sei 3z R(x).

Sei R(z).

JyR(y).

Also JyR(y).

Also 3z R(z) — 3y R(y).
Qed.

kann in genau dieser Form eingegeben werden; das Programm Naproche bestétigt die Kor-
rektheit durch die Ausgabe The proof is accepted. Inkorrekte Texte fithren zur Ausgabe The
proof is NOT accepted.

Fiir die Benutzung des Programms wird der mathematische WYSIWY G-Texteditor TEXyacs
sowie ein Prolog-Interpreter/Compiler benétigt.

Die momentane Version von Naproche ist ein Prototyp, fiir dessen Richtigkeit keinerlei
Gewahr tibernommen wird. Sie kann tiber die Homepage der Vorlesung heruntergeladen werden.
Sie lauft mit TEXyzcg Version 1.0.6 (www.texmacs.org) und dem bekannten SWI-Prolog Ver-
sion 5.4.4 (www.swi-prolog.org) unter SuSe-Linux 9.1.






Kapitel 8
Kombinatorik

Die (endliche) Kombinatorik untersucht die Frage: wieviel Elemente enthélt eine endliche Menge.
Die Anzahl der Elemente wird durch den Grundbegriff der Kardinalitit gegeben.

Definition 8.1. Die Machtigkeit oder Kardinalitét einer endlichen Menge S ist die Anzahl
der in S enthaltenen Elemente und wird mit |S| bezeichnet. |S| = m genau dann, wenn sich S
aufzdhlen als

S= {517 Sm}
mit paarweise verschiedenen Elemente 1, ..., Sy aufzihlen ldsst.
Insbesondere ist || = 0 und |{s}| = 1. Wir werden im folgenden verschiedene arithmetische
Gesetzméafigkeiten der | |-Funktion studieren.
Satz 8.2. Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:
a) Wenn A und B zueinander disjunkt sind, d.h. ANB=0, dann ist |AUB|=|A|+ |B|.

b) Seien Ay, ..., Ap, endliche Mengen sind, die paarweise disjunkt sind, d.h. fir i < j<m ist
A;NAj=0. Dann ist

[A1U . UAp,| = A1 +... + A

c) |AUB|=|A|+|B|—|ANB| (Einschluss-Ausschluss-Prinzip).
d) |Ax B|=|A|-|B|.
e) Seien Ai,..., Ay endliche Mengen. Dann ist

[A1 X oo X A | = |Ad] - oo - [Ap]-

Beweis. a) Seien A = {ay, ..., ay,} und B = {by, ..., b, } mit jeweils paarweise verschiedenen Ele-
menten ai, ..., a,, und by, ..., b, . Da A und B disjunkt sind, sind die Elemente a1, ..., am, b1, ..., by,
paarweise verschieden.

AUB={ai,...,am,b1,....,b,}
und daher
[AUB|=m+n=|A|+|B|.
b) Durch vollsténdige Induktion {iber m > 1.
Induktionsanfang: m=1. |A1| =|A44| gilt trivial.
Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir m. Betrachte paarweise disjunkte endliche Mengen
Ay ey Ay Apgr - Dann sind A3 U...U A, und A, 41 disjunkt:

(AU UAR) N Ap1=0.
Nach a) und der Induktionsannahme gilt dann

[AjU. UApa] = [(A1U. UA,)UA; 44|
(A1U...UA,) |+ [Apta]
([Ax] + ...+ [Am]) + [Amta]

[Ai] 4 oo 4 | A1l
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¢) Die Mengen A\ B, AN B und B\ A sind paarweise disjunkt und es gelten die Gleichungen:
A = (A\B)U(ANB)
B = (B\A)U(ANB)
AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A4)
Nach a) und b) folgt daraus:

[A] = |[A\B|+|ANB]|
[Bl = |[B\A|+|ANB|
[AUB| = |A\B|+|ANB|+|B\A|
= (lA|-1AnB[)+[AN B[+ (|B| -|ANBJ)
= |A|+|B|—-|ANB|.
d) Seien A = {ay, ..., a;,} und B = {by, ..., b, } mit jeweils paarweise verschiedenen Elementen
A1y .ry G Und by, ..., by,. Dann ist
AxB = {(ai,bj)|i=1,...,mund j=1,...,n}
= U f{@bli=1,...,n}

i=1,....m

Die Mengen auf der rechten Seite sind paarweise disjunkt und haben alle die Kardinalitit n.
Nach b) gilt dann:

AxBl = | | A{lasbli=1,...n}|

i=1,..,m

= > H@nb)li=1,...n}|
i=1,...,m

= Z n
i=1,..,m

= m-n

e) lasst sich aus d) durch vollsténdige Induktion &hnlich b) zeigen. O

8.1 Das Dirichletsche Schubfachprinzip

Wenn n + 1 Gegenstidnde in n Schubficher gelegt werden, so gibt es in mindestens einem der
Schubficher mindestens 2 Gegenstande:

Satz 8.3. Seien A und B endliche Mengen mit |A| > |B| und f: A — B eine Funktion. Dann
gibt es a, a’ € A, a #+ o' mit f(a) = f(a’). Das bedeutet, dass die Abbildung f: A — B nicht
injektiv ist.

Beispiel 8.4. Unter 13 Personen haben mindestens 2 im gleichen Monat Geburtstag.
Das Prinzip lasst sich mit Berechnungen von Kardinalitdten endlicher Mengen kombinieren.

Beispiel 8.5. Wieviele verschiedene Familiennamen miissen in einem Telefonbuch vorkommen,
damit es auf jeden Fall zwei Anschliisse gibt, deren Namen dieselben ersten und zweiten Buch-
staben haben? Wir definieren eine Abbildung f von den Anschliissen in das Paar bestehend aus
dem ersten und zweiten Buchstaben des zugehorigen Namens:

102...am v (a1, az).

Die Bilder der Abbildung liegen in der Menge A x A aller Buchstabenpaare, wobei A={a,...,z}
das Standardalphabet mit 26 Buchstaben ist. Nach vorangehenden Sitzen iiber Kardinalitdten
ist | A x A| =26-26 =676. Wenn das Telefonbuch mindestens 676 4+ 1 =677 Eintrége enthélt, so
gibt es zwei Anschliisse, deren Namen dieselben ersten und zweiten Buchstaben haben.
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Beispiel 8.6. Aus den Zahlen 1, 2, ..., 8 werden 5 Zahlen ausgewihlt. Dann ist die Summe von
zweien der ausgewahlten Zahlen gleich 9. Sei A die Menge der 5 ausgewéhlten Zahlen, B die
Menge

{{1,8},{2,7},{3,6},{4,5}}

der Zweiermengen, deren Summe 9 ist. Da |B| =4 ist, gibt es zwei verschiedene Elemente in A,
die Elemente desselben Elementes von B sind. Die Summe dieser zwei verschiedenen Elemente
ist dann 9.

8.2 Zahlformeln

Oft miissen Folgen von Elementen aus gegebenen Mengen betrachtet werden. Man muss unter-
scheiden, ob in diesen Folgen Wiederholungen erlaubt sind und dasselbe Element mehrfach vor-
kommen darf, und ob die Reihenfolge der Elemente beriicksichtigt wird.

Beispiel 8.7. Aus der Menge A= {a,b,c} sollen 2 Elemente ausgewihlt werden:

e Stichproben: Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge relevant: Dann gibt es 9 =3 -3 Stich-
proben:

(a,a),(a,b),(a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c).
e Auswahlen: Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge irrelevant: Dann gibt es 6 Auswahlen:
(a,a), (a,b),(a,c), (b,b),(b,c),(c,c).

e Permutationen: Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge relevant: Dann gibt es 6
Permutationen:

(a,0), (a,c), (b, a), (b, ¢), (¢, a), (c,b).

e Kombinationen: Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge irrelevant: Dann gibt es 3
Kombinationen:

(a,b), (a,c), (b, c).

Definition 8.8. Sei A={ai,...,a,} eine endliche Menge und k € N eine natiirliche Zahl.

a) s ist eine k-Stichprobe aus A, wenn s eine Folge der Linge k mit Eintrdgen in A ist:
s€ Ak,

b) s ist eine k-Auswahl aus A, wenn s eine Funktion s: A— N ist mit
s(a) + ...+ s(an) =k
c) s ist eine k-Permutation aus A, wenn s = (s1, ..., sg) eine injektive Folge der Linge k
mit Eintragen in A ist, d.h. Vi<j<ks;#s;.
d) s ist eine k-Kombination aus A, wenn s eine Teilmenge von A von der Kardinalitit k

ist.

Derartige Auswahlen kommen in der Wahrscheinlichkeitstheorie vor. Ein Ereignis besteht in
einer Auswahl von Elementen aus einer Menge, zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten ist es
erforderlich, die Anzahl der moglichen Auswahlen zu bestimmen.

Satz 8.9. Sei A={ay,...,a,} eine endliche Menge der Kardinalitit n >1 und k € N eine natiir-
liche Zahl. Dann gilt
a) |{s|s ist eine k-Stichprobe aus A}|=nk.

b) |{s|s ist eine k-Auswahl aus A}| :%
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c) |{s|s ist eine k-Permutation aus A}| :(n%ﬂk)' .

d) |{s|s ist eine k-Kombination aus A} =M(+LW

Beweis. a) Durch Induktion iber k£ € N.
Induktionsanfang: k = 0. Es gibt genau eine 0-Stichprobe aus A, némlich die eindeutig
bestimmte Folge der Linge 0. Ist die Anzahl der 0-Stichproben = 1 =n° und die Behauptung
gilt fiir k=0.
Induktionsschritt: Betrachte k € N, und die Behauptung gelte fiir k. Dann ist
{s|s ist k+ 1-Stichp. aus A} = U {s|s ist k+ 1-Stichpr. aus A,s(k)=a}.
a€A

Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung von Mengen. Die Menge
{s|s ist k+ 1-Stichpr. aus A,s(k)=a}
ist genauso grofs wie die Menge
{s|s ist k-Stichpr. aus A}.
Nach der Induktionsvoraussetzung hat diese Menge die Kardinalitéit n*. Zusammen gilt:

|{s|s ist k+ 1-Stichp. aus A}| = Z [{s|s ist k-Stichpr. aus A}|
acA

E nF =n.nk =nktt,

acA

Also gilt die Behauptung fiir &+ 1.

Auch die anderen Behauptungen des Satzes lassen sich durch Induktion zeigen, wir wollen
aber anschauliche Argumente benutzen.
¢) Wir visualisieren die Menge der k-Permutationen (si, ..., si) aus A; zur Vereinfachung
nehmen wir an, dass A={0,1,...,n—1}:

0
T
(0) (1) (n—1
AN N T N

01) " 0,n-1) (1,0) 1,2) (n=1,0) (n—-1,1) ...

|~
.\

(1,2, veny Skfl)

Dieser Baum verzweigt bei der Wurzel () n-fach, auf der nichsten Ebene n — 1-fach, und allge-
mein auf der /-ten Ebene n — [-fach. Die k-Permutation stehen auf der k-ten Ebene. Die Anzahl
der der Punkte auf der k-ten Ebene ergibt sich durch die Verzweigungsmoglichkeiten auf den
Ebenen zuvor. Wir multiplizieren die Verzweigungsgrade auf den Ebenen 0,1, ..., (k —1):
_ o ~n-(n—=1)(n—(k-1))-(n—k)-(n—k—1)-1
ne(n=1)-(n=(k=1)) = R n—k—D1
n!

= oomr

d) Sei X die Anzahl der k-Kombinationen aus A, d.h. die Anzahl der Teilmengen von A mit k
Elementen. Diese Zahl steht in Beziehung zur gerade bestimmten Anzahl der k-Permutationen:
Eine k-Permutation kann als eine k-Permutation einer k-elementigen Teilmenge von A aufgefasst
werden:

{s|s ist k-Permutation von A} = U {s|s ist k-Permutation von B}.

BCA
|Bl=k
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Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung, die Anzahl der Summanden ist die gesuchte
Anzahl der k-Kombinationen aus A. Es gilt:

|{s]|s ist k-Permutation von A}| = Z |{s]s ist k-Permutation von B}|
BCA
|Bl=k
n! k!
EATE Z )t
(n—k)! = (k—k)!
|B|=k
k!
= X ——=X-k!
(k—k)! F
n!
X o= "
k- (n—k)!

b) Eine k-Auswahl aus A ist eine Funktion s: A— N ist mit
s(ar) + ...+ s(an) =k.
‘Wir kénnen s darstellen als eine geordnete Folge
(@05 +eey @Oy A1y vy ALy vy A1y ey A1)
s(Go) s(a1) s(an—1)

Diese Folge kann auch dargestellt werden durch Angabe der , Trenner” zwischen den Blocken
mit den Elementen von A, die wir als | schreiben konnen:

(a1, .. a1, |, 2,00y @2, |,y |5 Gy oy @)

s(ax) s(az) s(an)

Die Folge hat die Ldnge k + (n — 1) und ist durch die Positionen der Trenner eindeutig
bestimmt:

Diese Positionsfolge durch die Menge der Trennerpositionen angegeben werden. Diese Menge ist
eine n — 1-clementige Teilmenge einer Menge mit k + (n — 1) Elementen. Daher hat die Menge
der k-Auswahlen aus A genausoviele Elemente wie die Menge der n — 1-Kombinationen aus einer
Menge mit k + (n —1) Elementen. Diese Anzahl betrégt nach d):

(k+(n—1)! _(n+k-1)

GO hr (D) (Dl K- =

Beispiel 8.10. Das Geburtstagsparadoxon: Betrachte eine Menge von 20 Personen. Die Folge
der Geburtstage (Tag und Monat) kann als 20-Stichprobe aus {1,..,365} aufgefasst werden. Es
gibt 36520 solcher Folgen.

Die Menge der 20-Permutationen aus {1,...,365} besteht aus allen Konfigurationen, in denen
keine zwei Personen den gleichen Geburtstag haben. Es gibt
365!
345!

solcher Konfigurationen. Das Verhiltnis von Konfigurationen mit paarweise verschiedenen
Geburtstagen zu den Gesamtmoglichkeiten ist

365!
345!

Wir bestimmen diese Zahl numerisch:

. 365!
20
/3657 = 345! 36520

maxima] Float((365!)/((345!)*(365°20)))
(D18) 0.58856159741595

(Cc19)
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Also gibt es bei mehr als 40% der Konfigurationen gemeinsame Geburtstage. Man kann diese
Zahl als Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten gemeinsamer Geburtstage auffassen. Bei 50 Per-
sonen kanna man fast sicher sein, gemeinsame Geburtstage vorzufinden:

(C19) Float((365!)/((315!)*(365°50)))
(D24) 0.02962642037145

(C25)



Kapitel 9
Graphen

Definition 9.1. Ein schlichter Graph ist eine Struktur G = (E, K), wobei K eine zweistellige
Relation auf E ist, die irreflexiv und symmetrisch ist:

Ve € E-x Kz und Vo,y€ E (¢t Ky— yKz).
Die Elemente der Trigermenge E heiffen Ecken von G. Die Mengen {a, b} mit a Kb heiflen

Kanten von G; wir schreiben auch ab statt a Kb. Gilt a Kb, so sind a und b in G benachbart
oder adjazent, und die Kante ab ist inzident zu a (und zu b). Der Grad einer Ecke a ist

d(a)=|{b€ E|aKb}|.
Definition 9.2. Sei G = (E, K) ein schlichter Graph mit endlicher Tragermenge E = {ey, ...,

em}. Die Adjazenzmatrix von G ist eine Matriz A = (a;j)1<i,j<m mit Eintrigen a;; € {W,
F} aus der Menge der Wahrheitswerte und

ai;=W gdw. e;Ke;.
Die Adjazenzmatriz von G ist symmetrisch und alle Diagonaleintrige sind = F.

Definition 9.3. Sei G=(E, K) ein schlichter Graph.

FEine Folge (ay, ..., a;) von Ecken ist ein Pfad der Linge | — 1 in G, wenn

N2

a
Vi<la;Kajti-
b) Eine Pfad (a1, ..., a;) heiffit kantendisjunkt, wenn die Kanten in dem Pfad paarweise
verschieden sind, d.h.
V1§i<j<laiai+17éajaj+1.
¢) Eine Pfad (a, ..., a;) heifit knotendisjunkt, wenn die Knoten in dem Pfad paarweise
verschieden sind, d.h.
v1§i<j<l(1,i7£(l]‘.

S
=

Ein knotendisjunkter Pfad ist ein Weg.

(3
—

Ein Pfad (ai, ..., a;) ist ein Zyklus oder Kreis in G, wenn | > 3, a1, ..., aj—1 paarweise
verschieden sind und a1 =a;.

)
—

Der Graph G ist azyklisch, wenn er keinen Zyklus enthdlt.

Der Graph G ist zusammenhingend, wenn es fir alle a, b € E einen Weg (a, az, ...,
aj—1,b) in G gibt; wir sagen, dass (a,as,...,a;—1,b) ein Weg von a nach b ist.

=)
=

Lemma 9.4. Sei G = (E, K) ein schlichter Graph. Fiir a, b € E sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

a) Es gibt einen Pfad von a nach b.

b) Es gibt einen Weg von a nach b.
Beweis. a) —b) Sei (a, ag, ....,a;—1,b) ein Pfad von a nach b. Existieren ¢ < j mit a; = aj, so ist
mit (a, a2, ..., Gi—1, Qi wvey G, Qjt1, woeey Ai—1, b) auch (a, ag, ..., ai—1, aj, @j41, ..., G1—1, b) ein
Pfad von a nach b. Induktiv folgt, dass man alle mehrfach vorkommenden Knoten aus dem Pfad
entfernen kann.
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b) — a) ist klar, da jeder Weg ein Pfad ist. O

Betrachte eine Graphen G = (E, K). Definiere eine Relation ~ auf E, a ~ b gdw. es einen
Weg von a nach b gibt. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf E:

a) Betrachte a € E. (a) ist ein (trivialer) Weg von a nach a. Also ist a ~ a. Damit ist ~
reflexiv.

b) Betrachte a, b € E mit a ~b. Wihle einen Weg (a, ag, ..., a1, b) von a nach b. Dann ist
(b,a;—1,...,a2,a) ein Weg von b nach a. Also ist b~ a. Damit ist ~ symmetrisch.

¢) Betrachte a,b,c€ K mit a~b und b~ c. Wahle Wege (a, as, ..., aj—1,b) von a nach b und
(b, b2, ...,bg—1,¢) von b nach c. Verkette diese Wege zum Weg

(a,az,...,a1-1,b,b2,..., bk _1,¢)

von a nach ¢. Also ist a~ c. Damit ist ~ transitiv.

Definition 9.5. Sei G = (E, K) ein Graph und definiere die Zusammenhangsrelation ~ wie
eben. Die Aquivalenzklassen von E nach ~ sind die Zusammenhangskomponenten von G.
Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G ist die Konnektivitétszahl ¢(G) von G.

Beispiel 9.6. Beispiel eines Graphen und seiner Zusammenhangskomponenten.

Definition 9.7. Sei G=(E, K) ein Graph.

a) G ist ein Eulerscher Graph, wenn es einen Pfad (a1, as, ...,a;—1,a;) in G gibt, so dass
a1 =a; und in dem jede Kante (e, f) von G genau einmal vorkommd.

b) G ist ein Hamiltonscher Graph, wenn einen Zyklus (ai, as, ..., a;) in G gibt, in dem
jede Ecke von G genau einmal vorkommt:

ar=a;,Ya€ EJi<la=a; und Vi, j <I(i# j— a;#aj).

9.1 Eulersche Graphen

Satz 9.8. Sei G = (E, K) ein zusammenhdngender endlicher Graph mit |E| > 2. Dann ist G
Eulersch genau dann, wenn jede Ecke a € E geraden Grad 6(a) hat.

Beweis. Sei G Eulersch. Betrachte eine Ecke a € E. Wéhle einen Pfad (a1, ag, ..., aj—1, ;) in G,
so dass a1 = a; und in dem jede Kante (e, f) von G genau einmal vorkommt. Wir kénnen weiter
annehmen, dass a =a;. Die Menge der zu a inzidenten Kanten in G ist dann:

{aaz,a;_1a}U U {ai—1ai,0;0:41}.
2<i<I—1,ai=a

Da in dem Pfad jede Kante genau einmal auftritt, ist dies eine disjunkte Vereinigung von jeweils
zwei-elementigen Mengen. Ihre Kardinalitét ist der Grad von a, diese ist eine gerade Zahl > 2.
Fiir die Umkehrung zeigen wir zunéchst einen Hilfssatz:

(1) Sei G’ = (E’, K') ein endlicher Graph, in dem jede Ecke e ecinen geraden Grad dg/(e) hat.
Sei a € E’ mit dg/(a) > 2. Dann gibt es einen geschlossenen Pfad (a1, as, ..., a;1, ;) in G' mit [ >
4 und a1 =a;=a, in dem jede Kante e f von G’ hochstens einmal auftritt.

Beweis: Wihle einen Pfad w = (a4, ao, ..., aj—1, ;) von maximaler Linge, so dass a; = a und
so dass jede Kante ef von K’ hochstens einmal in W auftritt. Angenommen, a; # a. Dann
kommt a; in den Kanten von w ungerade oft vor. Da der Grad von a; gerade ist, gibt es eine

Kante a; aj+1 , die nicht in w vorkommt. Dann tritt in dem Pfad (a1, ag, ..., a, ai, aj+1) jede
Kante hochstens einmal auf, im Widerspruch zur Maximalitdt von w. ged(1)
Wiéhle ein a € F und einen geschlossenen Pfad w = (a, as, ..., aj—1, a) maximaler Linge, in

dem jede Kante e f von G hochstens einmal auftritt. Sei K die Menge der in w vorkommenden
Kanten von G. Angenommen Ky K. Dann setze

G'=(E, K\ Ky).
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Waihle eine Kante ef € K \ K. Da G zusammenhéngend ist, withle einen Weg p in G von a
nach e.
Fall 1: Der Weg p verlduft vollstdndig in w. Dann ist der Endpunkt e € w. Daef € K \ Ky, ist
5@/(6) > 0.
Fall 2: Es gibt eine Kante in p, die nicht in w liegt. Sei be € K \ K| die erste solche Kante ent-
lang des Pfades. Dann ist b€ w und &hnlich wie oben ist dg/(b) > 0.

In jedem Fall kénnen wir also b € w wéhlen mit dg/(b) > 0 hat. Anwendung von (1) auf G’
liefert einen geschlossenen Pfad w’= (b, ba,...,bk_1,b) in G’, in dem jede Kante von G’ hochstens
einmal vorkommt. Wenn b= a; so ist

(@1, ey @im1,0i=b,b2, b1, 0=0a;, @iq 1,011, 1)

ein langerer Pfad in G, in dem jede Ecke hochstens einmal vorkommt. Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdt von w. O

Aus dem vorangehenden Beweis kann man einen Algorithmus zur Konstruktion einer Euler-
Tour in einem endlichen zusammenhéngenden G extrahieren: man finde zunéchst einen geschlos-
senen Pfad, in dem jede Kante hochstens einmal vorkommt. Dann suche man einen Punkt auf
dem Pfad, von dem eine Kante abgeht, die nicht in dem Pfad liegt. Wenn es keinen solchen
Punkt gibt, ist man fertig. Ansonsten bilde einen Pfad in G’ wie im Beweis und verkette diesen
mit dem urspriinglichen Pfad. Durch Iteration dieses Verfahrens wird der Graph ausgeschopft
und man erhélt einen Eulerschen Pfad.

Die Frage nach Eulerschen Pfaden in Graphen ist also recht gut algorithmisch beherrschbar.
Ein vorgelegter Graph G wird auf Zusammenhang {iberpriift: ausgehend von einer beliebig
gewéhlten Ecke a wird sukzessiv die Zusammenhangskomponente von a erzeugt. Wenn diese den
gesamten Graphen ausschopft, ist G zusammenhédngend. Der Graph G ist weiterhin Eulersch,
wenn jede Ecke geraden Grad besitzt.

9.2 Hamiltonsche Graphen

Hamiltonsche Graphen lassen sich algorithmisch nicht einfach beherrschen, es gibt noch viele
ungeloste Probleme in diesem Zusammenhang. Die Entscheidung, ob ein vorgelegter Graph
Hamiltonsch ist, kann bisher nicht durch einen allgemeinen Algorithmus getroffen werden. Wir
verdeutlichen das am Beispiel eines Graphen, bei dem die Eigenschaft nicht-Hamiltonsch zu sein
durch ein etwas verwickeltes Argument gezeigt werden kann:
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Definition 9.9. Ein gewichteter Graph ist eine Struktur G = (E,R, K,w), wobei (E,K) ein
schlichter Graph ist und w: E x E— 1R, so dass

Vz,y€ Ew(z,y)=w(y,x).

Wenn zy € K so ist w(z, y) = w(zy) das Gewicht der Kante xy. Wenn (ay, ..., a;) ein Weg in
G ist, so ist das Gewicht von G definiert als
-1

w(ay, ..., ar) :Z w(a;, ait1).

i=1

Gewichte konnen als Aufwand fiir das Zuriicklegen einer Kante betrachtet werden, etwa als Zeit
oder Entfernung. Das Problem des Handlungsreisenden ist folgende Aufgabe:

Zu einem Hamiltonschen Graphen G finde man einen Hamiltonschen Pfad mit
minimalem Gewicht.

Das Problem ist in dieser Form allgemein nicht mit vertretbarem Rechenaufwand lsbar. In
seiner allgemeinen Form ist die Losung des Problems in polynomieller Zeit dquivalent zu P =
NP. Wegen der grundsétzlichen Bedeutung des Problems - nicht nur fiir Handlungsreisende -
sind eine Reihe von effizienten N&herungsalgorithmen entwickelt worden, die allgemein oder auf
Spezialfille zutreffen. Ein primitiver suboptimaler Algorithmus ist es, an jeder Stelle zum néch-
sten Nachbarn weiterzulaufen, d.h. die Kante von geringstem Gewicht zu benutzen. Dieser Algo-
rithmus wird aber im allgemeinen keinen Hamiltonschen Weg finden, oder einen Hamiltonschen
Weg mit suboptimalem Gewicht.

9.3 Baume

Definition 9.10. Ein Graph G = (E, K) ist ein Baum, wenn G zusammenhingend und azy-
klisch ist.

Satz 9.11. Sei G = (E, K) ein endlicher Graph mit n Ecken und m Kanten. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

a) G ist ein Baum.

b) Zwischen zwei beliebigen Ecken von G existiert genau ein Weg.

¢) G ist zusammenhdingend, und wenn man eine beliebige Kante aus G entfernt, so ist G
nicht mehr zusammenhdingend.

d) G ist zusammenhingend und m=n —1.

e) G ist azyklisch, und durch Hinzufigen einer neuen Kante erhdlt G einen Zyklus.

Beweis. a) —b) Sei G Baum. Seien a und b Ecken von G. Da G zusammenhéngend ist, gibt es
einen Weg w von a nach b. Angenommen w = (a, as, ..., a;—1, b) und w’ = (a, aj, ..., aj,_1, b) sind
zwei verschiedene Wege von a nach b. Da w # w’ kénnen wir ein kleinstes ¢ + 1 wihlen mit
a;+1# aj;1. Wihle dann minimale Indizes j,k >4 mit aj=aj . Dann ist

o / 1
(@iy ey @ = Ay AL 1, -0y G5 = a5)

ein Zyklus in G, im Widerspruch zur Azyklizitdt von G.

b) — ¢) Es gelte b). Betrachte eine Kante ab in G. Nach b) ist dies der einzige Weg von a
nach b. Nach Entfernen von ab gibt es keinen Weg mehr von a nach b und der Graph wird unzu-
sammenhéngend.
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¢) — d) Wir beweisen die Implikation durch Induktion iiber die Michtigkeit |E| von G.
Betrachte einen Graphen G = (E, K), der c) erfiillt, und die Implikation gelte fiir alle kleineren
Graphen als G. Wahle eine Kante abe€ E.

(1) Der Graph G’ = (F, K \ {ab}) hat genau zwei Zusammenhangskomponenten: die durch a
bzw. b bestimmt werden.

Beweis: Angenommen, die Ecken a und b lassen sich in G’ durch einen Weg p verbinden.
Betrachte beliebige Ecken e, f € E. Da G zusammenhéngend ist, gibt es in G einen Weg w von e
nach f. Falls die Kante ab in w vorkommt, ersetze diese jeweils durch den Weg p. Wir erhalten
einen Pfad von e nach f in G’. Also ist G’ zusammenhingend, im Widerspruch zu c).

Betrachte nun eine beliebige Ecke e € E. Da G zusammenhéngend ist, gibt es in G einen
Weg w von e nach a.

Fall 1: w enthélt die Kante ab nicht. Dann ist w ein Weg in G’ von e nach a. Also liegt ¢ in
der Zusammenhangskomponente von a in G'.

Fall 2: w enthélt die Kante ab. Sei w’ = (e, ..., f) maximales Anfangsstiick von w, das die
Kante ab nicht enthélt. Dann ist f=a oder f=b, w’ ist ein Weg in G’, und e ist in der Zusam-
menhangskomponente von a oder von b in G’. ged(1)

Sei G, die Zusammenhangskomponente von a und G} die Zusammenhangskomponente von b
beziiglich G’.

(2) G und Gy erfiillen c).

Beweis: Als Zusammenhangskomponenten sind G, und G}, zusammenhingend. Betrachte
eine beliebige Kante e f in G, . Die Ecken e und f sind dann nicht mehr in K \ {ef} durch
einen Weg verbindbar. Dies impliziert, dass e und f nach Fortlassen von e f auch nicht in G,
verbindbar sind. ged(2)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt d) fiir G, und Gp : Wenn n, bzw. m, die Anzahl der
Ecken und Kanten von G, ist, so gilt m,=n, — 1. Entsprechend ist m, =mn; — 1. Da die Trager-
menge des Graphen G die disjunkte Vereinigung der Tragermengen der Graphen G, bzw. Gy, ist,
ist

N="ng+Np.

Wir hatten schon oben iiberlegt, dass die einzige gewthnliche Verbindung von G, und Gy ist
entlang der Kante ab. Es gibt keine weiteren Kanten, die G, udn G} verbinden. Fir die
Anzahlen der Kanten gilt:

m=mgq+mp+ 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist m, =n, — 1 und my=mn;, — 1. Damit ist
m=mg+mp+1l=ns—1+n,—1+1=(ng+ny) —1=n—1.

Also gilt d) auch fiir G.

d) — e) Wir beweisen die Implikation durch Induktion iiber die Eckenzahl n € N\ {0}.
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann ist G der triviale Graph e mit einer Ecke. G erfiillt die
Eigenschaft e) aus trivialen Griinden.

Induktionsschritt: Angenommen, die Implikation gilt fiir n. Betrachte einen zusammenhén-
genden Graphen G'=(E, K) mit n+ 1 Ecken und n Kanten.

(3) Es gibt eine Ecke a € £ mit dg(a)=1.

Beweis. Da G zusammenhéngend ist und |E| > 2, ist Va € Edg(a) > 1. Angenommen es gilt
Va € Edg(a) > 2. Zu jeder Ecken gehoren dann zwei Kanten, von denen jede wiederum zu zwei
Ecken adjazent ist. Damit ist

=n+1

[N

(n+1)-

eine untere Schranke fiir die Anzahl der Kanten, im Widerspruch zur Voraussetzung. ged(3)
Waihle ein a € E mit dg(a) = 1. Wihle das eindeutig bestimmte b € E mit ab € K. Wir ent-
fernen die Ecke a und die Kante ab aus G. Der Graph

G'=(E\{a}, K \{ab})
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ist zusammenhéngend mit Eckenzahl n und Kantenzahl n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung
erfiillt G’ die Eigenschaft e): G’ ist azyklisch und durch Hinzufiigen einer neuen Kante erhilt G’
einen Zyklus.

(4) G ist azyklisch.

Beweis: Angenommen, z = (ay, ..., a; = ay) ist ein Zyklus in G. Jede Ecke in einem Zyklus hat
mindestens Grad 2. Da dg(a) = 1 ist, kommt a nicht in z vor. Also ist z ein Zyklus in G’, im
Widerspruch zur Azyklizitdt von G'. ged(4)

(5) Seien e, f € E, e# f und e f ¢ K. Dann enthélt der Graph Gt = (E, K U{ef}) einen Zyklus.
Beweis: Wenn e, f € E\ {a}, so ist e f eine neue Kante fiir G’. G’ enthilt nach Hinzufiigen von
ef einen Zyklus, der auch Zyklus in G* ist. Andernfalls kénnen wir annehmen, dass e = a.
Dann ist f # bund f,be E \ {a}. Da G’ zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg (f = a1,
ag, ..., a; = b) von minimaler Linge, der f und b verbindet. Dann ist (e =a, f =ay, az,...,a;=b,
a) ein Zyklus in dem Graphen G™. ged(5)

e) — a) Angenommen, G erfiillt e). Fiir a) geniigt es zu zeigen, dass G zusammenhéngend
ist. Betrachte Ecken a, b € E. Falls ab € K, so gibt es trivialerweise einen Weg von a nach b.
Falls ab¢ K, fiige ab als neue Kante zu G hinzu. Dann ist der erweiterte Graph zyklisch. Wihle
einen Zyklus z = (ay, ag, ..., @;) im erweiterten Graphen. Da der urspriingliche Graph azyklisch
war, muss die neue Kante ab in z vorkommen. Da z ein Zyklus ist, kommt ab genau einmal in z
vor. Ohne Einschriankung ist a = a1 = ¢; und b= as . Dann ist (b= ag, ..., a; = a) ein Weg von b
nach a im Graphen G. Also ist G zusammenhéngend. |

Jeder Graph enthélt Teilbdume, z.B. die einpunktigen Teilgraphen. Von besonderem Inter-
esse sind maximale Teilbdume:

Definition 9.12. Sei T = (E, K') ein Teilgraph von G = (E, K), d.h. K' C K. Dann ist T ein
Spannbaum von G, wenn T ein Baum ist. Ein Spannbaum ist also ein Teilbaum, der alle
Ecken von G umfasst.

Wenn G einen Spannbaum enthilt, so ist G ein zusammenhéngender Graph. Zu einem gege-
benen zusammenhéngenden Graphen gibt es umgekehrt (in der Regel viele) Spannb&dume. Ein
Problem, das auf den ersten Blick dem Problem des Handlungsreisenden dhnelt, ist die Bestim-
mung eines beziiglich einer Wichtung minimalen Spannbaums:

Definition 9.13. Sei G = (E, R, K, w) ein endlicher gewichteter zusammenhdngender Graph.
Ein minimaler Spannbaum (minimal spanning tree, MST) ist ein Spannbaum T = (E, K’)
von G, dessen Gesamtgewicht

Z w(a,b) €R

o ) abeK’
minimal ist.

Probleme dieser Art treten ebenfalls bei der Routenplanung, aber z.B. auch bei der Verdrah-
tung von Schaltkreisen (Chips) auf. Der folgende Algorithmus ermittelt einen minimalen Spann-
baum 7" zu einem gegebenen endlichen gewichteten Graphen G = (E, R, K, w):

begin
T:= ()
E’= E
while E’ #() do
begin
e’:= eine Kante in E’ von kleinstem Gewicht
T := TU{e’}
E’:= Menge der in E-T enthaltenen Kanten, die genau einen in T
liegenden Endpunkt haben
end

end
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Der Beweis, dass dieser Algorithmus einen minimalen Spannbaum liefert, ist nicht trivial.
Einfacher ist es zu iiberlegen, dass der Algorithmus einen Spannbaum liefert. Der Spannbaum-
Algorithmus ist iibrigens auch ein sub-optimaler Algorithmus fir den das traveling-salesman-
Problem. Man kann einen Spannbaum so durchlaufen, dass jede Kante hochstens zweimal
durchlaufen wird und jede Ecke des Baumes erreicht wird. Zu der eingehenden Analyse der
Algorithmen wiirde noch eine Komplexitatsbetrachtung gehoren. Es ist klar, dass die Komple-
xitét des obigen Algorithmus proportional zu der Anzahl der n — 1 Schleifendurchléufe ist, wobei

n = |E] ist. Ein Schleifendurchlauf verlangt die Bestimmung der Menge E’ von Kanten mit
bestimmten Eigenschaften. Die Anzahl der Kanten ist die Anzahl 2,(:7‘72)' = "("2_1) aller 2-

Kombinationen aus der Menge E der Ecken. Wenn wir bei der Bildung von E’ von dieser Maxi-
malzahl ausgehen, ist die Anzahl der Rechenschritte in der Schleife etwa proportional zu n?. Ins-
gesamt erhalten wir eine obere Schranke der Rechenschritte, die proportional zu n? ist. Diese
Abschétzung ldsst sich noch verbessern.

9.4 Wurzelbdume (rooted trees)

In einem Baum kann man eine Ecke als Wurzel auszeichnen. Alle anderen Ecken lassen sich
dann auf eindeutigen zyklusfreien Wegen von der Wurzel aus erreichen. Die Wurzel wird als
Konstante formalisiert.

Definition 9.14. FEine Graph T = (E, K, w) ist ein Wurzelbaum, wenn T = (E, K) ein Baum
ist und w € E.

Wir stellen Wurzelbdume als nach unten wachsende Baum-artige Diagramme dar:

7N\
LN

Ein Beispiel dafiir sind Stammbdume, wie dieser der Mathematiker-Familie BERNOULLI:

Nicolaus, geb. 1623

Jacques, geb. 1654 Nicolaus I, geb. 1662 Jean I, geb. 1667

Nicolaus II, geb. 1687 Nicolaus III, geb. 1695 Daniel I, geb. 1700 Jean II, geb. 1710

Hierdurch werden weitere Begriffe nahegelegt: wenn w die Wurzel von T ist und @ und b sind
adjazente Ecken in T', so dass a ndher als b von der Wurzel w liegt, so ist b ein Kind von a.
Diejenigen Ecken von T, die keine Kinder haben, heiffen Blatter des Baumes. Durch die Lénge
der kiirzesten Wege zur Wurzel wird auf Wurzelbdumen eine Art Abstand zur Wurzel bestimmt,
die man auch als zeitliche Abfolgen interpretieren kann.

Von besonderer Bedeutung sind bindre Bdume, in denen jede Ecke, die kein Blatt ist, genau
zwei Kinder hat:

A
/\ /N






Kapitel 10
Gerichtete Graphen

Wenn man einen schlichten Graphen als System von gewohnlichen Strafen auffassen kann, so
kann man ein System von Einbahnstrafsen durch einen gerichteten Graphen modellieren:

Definition 10.1. FEin (schlichter) gerichteter Graph (Digraph) ist eine Struktur G = (E, K)
wobei K eine irreflexive 2-stellige Relation auf der Menge E ist. Die Elemente von E heiflen wie
bisher Ecken. Ein geordnetes Paar (a,b) ist eine Kante von G, wenn (a,b) € K; wir schreiben
auch ab statt (a,b). Die Kanten eines gerichteten Graphen haben eine Richtung: ab geht von a
nach b. Es ist moglich, dass es eine Kante von a nach b und eine andere von b nach a gibt.

Wege und Zyklen auf gerichteten Graphen respektieren die auf den Kanten vorgegebenen
Richtungen:
Definition 10.2. Sei G=(E, K) ein schlichter gerichteter Graph.

a) Eine Folge (ag,...,a;—1) von Ecken ist ein (gerichteter) Weg der Lénge [ in G, wenn

Vi<l—la;Kait.

b) Ein Weg (aq, ..., aj—1) ist ein (gerichteter) Zyklus oder Kreis in G, wenn | > 3, ao, ...,
aj—o paarweise verschieden sind und ag=a;_1 .

¢) Der Graph G is azyklisch, wenn er keinen gerichteten Zyklus enthilt.

d) Der Graph G ist zusammenhéngend, wenn es fir alle a,b € E einen gerichteten Weg (a,
a1, ..., aj—2, b) in G gibt. Wir sagen dann, dass (a, ai, ..., a2, b) ein Weg von a nach b
4st.

Ein gerichteter Graph wird zweidimensional dargestellt durch eine Konfiguration von Ecken,
zwischen die gerichtete Kanten eingezeichnet sind. Die Richtung der Kanten wird durch einen
Pfeil markiert.

€o €1

€9 €3
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Gerichtete Graphen haben Adjazenzmatrizen, die im Allgemeinen nicht symmetrisch sind.
Im obigen Beispiel lautet die Adjazenzmatrix

CEEECES
SEm=
Smme
M E

jos]

FEine Adjazenzmatrix ist ein Beispiel fiir eine Boolesche Matrix.

Definition 10.3. Seien n, m € N. Eine Boolesche n x m-Matrix ist eine Folge M = (a;j |i =
0,....,n—1, 5=0,...,m—1) von Elementen a;; € {F, W}, die wir suggestiv schreiben kénnen als

aoo ao1 aom—1
aio ajl A1m—1
Gp—-1,0 An—-1,1 --- An—-1,m-1

Die Menge der Booleschen n x m-Matrizen wird mit BM(n x m) bezeichnet.

Boolesche Matrizen konnen auf der Basis der logischen Operationen oder und und dhnlich
wie Matrizen iiber Korpern addiert und multipliziert werden.

Definition 10.4. a) Fiir Boolesche Matrizen (a;j;), (bij) € BM(n x m) definiere die Summe

(aij) + (biz) = (ci) € BM(n x m)
durch
Cij = Qi oder bi] .
b) Fir Boolesche Matrizen A = (a; ) € BM(r x n) und B = (b, ;) € BM(n x m) definiere das
Produkt
A-B= ( \/Z;é (ai,5und by, ;) )i:O,...,T—l,j:O,....m—l €BM(r x m),

wobei

n—1
\/ (ai,xund by, ;) = (ai,0und bo, ;) oder ... oder (a; , —1 und by _1 ;). (10.1)
k=0

Fiir die oben betrachtete Adjazenzmatrix gilt

FW F F FW F F FF FW

FF FW FFFW FWW F
12— A M — =
ME=M-M FW F F FW F F FF FW

FWW F FWW F FW F W

Der Matrixeintrag in Zeile ¢ und Spalte j beschreibt, ob man von der Ecke e; zur Ecke e; mit
einem gerichteten Weg der Lénge 2 gelangen kann: dass ist genau dann moglich, wenn es eine
Zwischenecke ej, gibt, sodass man von e; zu e, und von ey, zu e; jeweils mit Wegen (=Kanten)
der Lange 1 gelangen kann. Dieses entspricht der Gleichung 9.1.

Mit Hilfe vollstindiger Induktion kann man fiir n € N zeigen: der Eintrag in Zeile ¢ und
Spalte j der Matrix M" ist genau dann =W, wenn es von der Ecke e; zur Ecke e; einen gerich-
teten Weg der Lange n gibt. Die Frage der Erreichbarkeit der Ecke e; von e; mit Wegen belie-
biger Liange kann folgendermafen beschrieben werden:

Definition 10.5. Es sei M € BM(n x n) die Adjazenzmatriz eines gerichteten Graphen G = (E,
K) mit n Ecken. Definiere die Erreichbarkeitsmatrix von G als

M*=M+M?*+.. .M.
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Die Berechnung von M* wird durch die Matrixoperationen fiir grofses n sehr komplex. Der fol-
gende Algorithmus von Warshall ist ein effizienterer Algorithmus zur Bestimmung von W =
M*:

begin
W:=M
for k=1 to n do
for i=1 to n do
for j=1 to n do
W(i,j):=(W(i,j) oder (W(i,k) und W(k,j));
end

Die Matrix W = M wird in n Durchldufen modifiziert. In den Durchlédufen werden sukzessiv
die Zeilen i =1, ..., n betrachtet. Die Berechnung der i-ten Zeile im k-ten Durchlauf hdngt davon
ab, ob der Wert W (i, k) =F oder =W ist:

Fall 1: W(i,k)=F. Dann wird die i-te Zeile nicht veréndert.
Fall 2: W(i, k) = W. Dann entsteht die i-te Zeile als punktweises oder von i-ter und k-ter
Zeile.

Wir fiihren diesen Algorithmus fiir die obige Adjazenzmatrix Wy = M aus. Die Matrizen W

nach den n Durchldufen bezeichnen wir jeweils als W, ..., W, .

FlW F F
FFFW
Wo=\"pwrr
FWWF
FIW F F

| FIFFW
WMi=\rwrr
FIW W F
FWIE W

| FFEW
W=\ rwww
FWWW

FW F|W

| FFFW
Ws =1 rwww
FW W W
FWWW

| FWWW
Wa=1prwww
FWWW

Das bedeutet, dass von jeder Ecke e; die Ecke ey nicht und die Ecken ey, €3, e3 in der Tat durch
einen gerichteten Weg positiver Lange erreicht werden konnen.



